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Besetzte Zustande und Messungen

In diesem Blatt betrachten Sie einfache Anwendungen der Postulate der Quantenmechanik: Eigen-
werte und Messergebnisse.

Aufgabe 1: Messung der Drehimpulsoperatoren (9 Punkte)

Der Drehimpuls in der Quantenmechanik wird beschrieben durch die folgenden Operatoren
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(a) Bestimmen Sie die moglichen Messwerte von j}z.

(b) Bestimmen Sie den zugehorigen Eigenzustand zum Eigenwert L. = 1. Geben Sie (L,), (L?) und
Af;z in diesem Zustand an.

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte und normalisierten Eigenvektoren von L, in der L, Basis.

(d) Gehen Sie davon aus, dass sich das Teilchen im Eigenzustand zum Eigenwert ﬁz = —1 befin-
det und nun L, gemessen wird. Was sind die moglichen Messergebnisse und ihre zugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten?

(e) Gehen Sie von folgendem Zustand aus
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welcher in der L. Basis gegeben ist. Wenn L? in diesem Zustand gemessen wird und Sie das
Ergebnis +1 erhalten, was ist dann der Zustand des Systems nach der Messung? Mit welcher
Wahrscheinlichkeit erhalten Sie diesen? Wenn Sie stattdessen L, messen, was sind die Moglichen
Messergebnisse und ihre zugehorigen Wahrscheinlichkeiten?

(f) Ein Teilchen befinde sich in einem Zustand, fiir den folgende Wahrscheinlichkeiten gelten: P(L, =
1) =1/4, P(L, =0) =1/2und P(L, = —1) = 1/4. Zeigen Sie, dass der allgemeinste norma-
lisierte Zustand mit diesen Eigenschaften gegeben ist durch
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Aus der Vorlesung ist bekannt, dass zwei Zustinde, die sich nur durch eine Phase unterscheiden

identisch sind. Bedeutet dies, dass die Faktoren e%

Sie hierzu z.B. P(L, = 0).

 im obigen Zustand irrelevant sind? Berechnen

Aufgabe 2: Messung und Zeitentwicklung eines Zwei-Niveau-Systems
(9 Punkte)

Gegeben seien zwei normalisierte Eigenzustidnde |1);) und |¢)5) eines Hamiltonians H mit zugehdorigen
Eigenwerten £4 und Fs.

(a) Zeigen Sie, dass |¢)1) und |¢)2) zueinander orthogonal sind.

(b) Gehen Sie vom Zustand [¢)_) = [|11) — [2)]/V/2 aus. Bestimmen Sie den Erwartungswert der
Energie (F) und die Dispersion AE in diesem Zustand.

(c) Das System befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand |¢)_). Was ist der Zustand des Systems
|1)(t)) zu einem spiteren Zeitpunkt ¢?

(d) Gehen Sie von einer Observablen A mit folgenden Eigenschaften aus

A|¢1> = |¢2>7 A|¢2> - |¢1>

Was sind die Eigenwerte a von A im Unterraum, der von |¢/1) und |¢)5) aufgespannt wird?
(e) Konstruieren Sie mit |¢/1) und |1)5) die zugehorigen Eigenvektoren von A.

(f) Das System befinde sich nun zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand [¢_), welcher dem Eigenwert
a = —1 zugeordnet ist. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Messergebnis a = —1 bei
einer Messung von A zu einem beliebigen spiteren Zeitpunkt ¢.

Aufgabe 3: Quanten-Zeno-Effekt (9 Punkte)

Gegeben sei ein Quantensystem mit den zwei Energieeigenzustinden |1) und |2) und den zugehdrigen
Energieeigenwerten F; und F>. AuBlerdem ist das System {iiber eine physikalische Observable cha-
rakterisiert, deren Operator P wie folgt auf die Energieeigenzustdnde wirkt:

Pl =[2), PI2)=1).
Damit kann dieser Operator als eine Art Paritdtsoperator betrachtet werden.

(a) Angenommen, das System befindet zu Beginn in einem positiven Parititseigenzustand |V (¢ =
0)) = |+). Bestimmen Sie den Zustand des Systems zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢.

(b) Zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ wird eine Parititsmessung durchgefiihrt. Wie grofB3 ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass das System in einem Zustand positiver Paritit gefunden wird?

(¢c) Nehmen Sie an, dass eine Reihe von N Paritidtsmessungen zu den Zeitpunkten At, 2At, ..., NAt =
T' durchgefiihrt wird. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System zum Zeitpunkt
T in einem Zustand positiver Paritit gefunden wird? Was geschieht fiir N — oo? Hinweis: Fiir
N > 1gilt (1 — 25)N ~ exp(—2).

(d) Angenommen, die Paritdtsmessungen sind nicht instantan, sondern dauern jeweils eine kurze Zeit
d7. Wie groB ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit des Zustands positiver Paritit, wenn der oben
genannte Messprozess im Zeitintervall 7' durchgefiihrt wird?
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