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1 Einleitung

Theoretisch wurden Bose-Einstein Kondensate (BEC) 1925 [1] von Albert Einstein ba-
sierend auf einer Arbeit aus dem Jahr 1924 [2] von Satyendranath Bose, in der er die
Bose-Statistik aufstellte, vorhergesagt. Bose leitete in dieser Arbeit die Plancksche Strah-
lungsformel her, indem er die Photonen als ein Gas ununterscheidbarer Teilchen betrach-
tete. Ein Bose-Einstein Kondensat ist ein Vielteilchensystem von Bosonen, bei dem sich
fast alle Teilchen im selben quantenmechanischen Zustand befinden. Dies hat zur Folge,
dass sich das gesamte BEC mit einer Wellenfunktion beschreiben lässt und sich daher
quantenmechanische Effekte, wie zum Beispiel Interferenz und Tunneleffekte, auf einer
makroskopischen Skala betrachten lassen. Zur Realisierung eines BEC werden die ver-
wendeten Bosonen in einer magnetischen Falle gehalten und stark gekühlt, da nur bei
Temperatur gegen den absoluten Nullpunkt ein BEC entstehen kann, wobei die Kühlung
über Laserkühlung oder Verdampfungskühlung erfolgt. Die erste experimentelle Reali-
sierung eines BEC gelang erst im Jahr 1995 durch E. Cornell und C. Wieman [3] aus
einem verdünnten Rubidiumgas und wenige Zeit später durch W. Ketterle [4] aus einem
Natriumgas. Nach einem Vorschlag von O’Dell [5] kann man ein BEC durch eine Laser-
anordnung von 18 Lasern so präparieren, dass keine äußere Falle mehr notwendig ist und
das Kondensat durch eine gravitationsartige Wechselwirkung der Teilchen stabil bleibt.
Diese Wechselwirkung beruht darauf, dass durch die eingestrahlten Laser Dipole indu-
ziert werden, deren Wechselwirkungen untereinander zu dem gravitationsartigen Selbst-
einschluss führen. Der Grundzustand dieses BEC ist allerdings nur metastabil und das
BEC kann auf Grund eines makroskopischen Tunneleffekts kollabieren. Der Tunnelvor-
gang wird in einer ersten semiklassischen Näherung durch ein Teilchen beschrieben, das
in einem Potential oszilliert. Eine quantenmechanische Betrachtung führt über ein Varia-
tionsverfahren, bei dem parametrisierte Gaußfunktionen variiert werden auf periodische
Bahnen der Gaußparameter, was analog zu der Oszillation des Teilchen ist. Anstatt
das Verhalten der Wellenfunktion während des Tunnelvorgangs durch die Parameter der
Gaußfunktion zu beschreiben, wird in dieser Diplomarbeit ein Verfahren vorgestellt, bei
dem die Wellenfunktion direkt auf einem Raum-Zeit Gitter simuliert wird. Bei dieser
Simualtion werden die Wellenfunktionen sowohl im Ort, als auch in der Zeit diskretisiert
und anschließend mit dem Zeitentwicklungsoperator propagiert. Um die Propagation
durchzuführen wird der Zeitentwicklungsoperator mit Hilfe der Split-Operator Methode
in drei Faktoren aufgeteilt, da die Anwendung des Operators dadurch einfacher durch-
zuführen ist. Eine Bedingung ist dann, dass die die propagierte Wellenfunktion gleich
der Wellenfunktion am darauffolgenden Zeitschritt ist. Diese Forderung führt auf eine
Gleichungssystem, dessen Nullstelle gesucht ist. Die Nullstellensuche wird mit einem
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1 Einleitung

Newtonverfahren durchgeführt. In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen vor-
gestellt und beschrieben, worauf in Kapitel 3 die Vorstellung des Simulationsverfahrens
folgt. Das 4. Kapitel widmet sich der Diskussion der Simulation.

2



2 Grundlagen

Das betrachtete Bose-Einstein-Kondensat (BEC) mit langreichweitiger 1
r
-Wechselwirkung

wird mit der Gross-Pitaevskii Gleichung (GPE) beschrieben:[
−∆r + 8πa |ψ(r, t)|2 − 2

∫
d3r′
|ψ(r′, t)|2

|r − r′|

]
ψ(r, t) = i

∂

∂t
ψ(r, t) (2.1)

Die Gleichung beschreibt ein Vielteilchensystem mit Hilfe eines Meanfield Ansatzes, in
den nur Zweikörperwechselwirkungen eingehen. Im Folgenden wird die Herleitung kurz
skizziert. Eine detaillierte Herleitung wird in [6] beschrieben. Zunächst wird die stati-
onäre Lösung der GPE beschrieben, wobei die Abhängigkeit der Lösung von der Wahl der
Streulänge a dargestellt wird. Anschließend folgt die Lösung der zeitabhängigen GPE,
deren Imaginärzeitdynamik schließlich zum makroskopischen Quantentunneln führt.

2.1 Gross-Pitaevskii Gleichung

2.1.1 Stationäre Gross-Pitaevskii Gleichung - beliebige
Wechselwirkung

Zur Beschreibung von BEC wird eine Vielteilchen-Schrödingergleichung angesetzt

N∑
i=1

− ~2

2m
∆ri + Vext(ri) +

1

2

N∑
j=1
j 6=i

W (ri, rj)

ψ(r1, . . . , rN) = Eψ(r1, . . . , rN). (2.2)

Die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen wird allgemein mit dem Wechselwirkungs-
potential W (ri, rj) beschrieben, Vext(ri) ist das externe Potential einer Falle, in der das
BEC eingeschlossen ist. Für den Grenzfall der Temperatur T = 0 sind alle Teilchen im
Grundzustand und die Wellenfunktion ψ(r1, . . . , rN) für das gesamte System wird als
Produktansatz geschrieben:

ψ(r1, . . . , rN) =
N∏
i=1

φ(ri)

Hierbei sind die φ(ri) die jeweils identischen Wellenfunktionen der einzelnen Teilchen.
Zur Lösung der Vielteilchen-Schrödingergleichung wird ein Meanfield Ansatz verwendet,
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2 Grundlagen

bei dem ein Teilchen im mittleren Feld aller anderen Teilchen betrachtet wird. Die Wel-
lenfunktion φ(r) des betrachteten Teilchens wird durch Variation so bestimmt, dass das
Energiefunktional unter der Nebenbedingung der Normerhaltung minimiert wird. Die
zu minimierende Meanfieldenergie ergibt sich zu:

Emf =

∫
d3r1 . . .

∫
d3rNφ

∗(r1) . . . φ∗(rN)Ĥφ(r1) . . . φ(rN)

=

∫
d3r1 . . .

∫
d3rNφ

∗(r1) . . . φ∗(rN)

·

− ~2

2m
∆ri + Vext(ri) +

1

2

N∑
j=1
j 6=i

W (ri, rj)

φ(r1) . . . φ(rN)

= −N ~2

2m

∫
d3r φ∗(r)∆rφ(r) +N

∫
d3Vext|φ(r)|2

+
1

2
N(N − 1)

∫∫
d3rd3r′ W (r, r′)|φ(r)|2|φ(r′)|2. (2.3)

Als Lagrangeparameter für die Minimierung mit der Nebenbedingung
∫
|φ(r)|2d3r = 1

wird µN verwendet. Dabei bezeichnet µ das chemische Potential und N die Teilchenzahl.
Das Funktional ergibt sich also zu

Emf − µN(

∫
|φ(r)|2d3r − 1). (2.4)

Durch die Variation erhält man schließlich die Gleichung

−N ~2

2m
∆rφ(r)+NVextφ(r)+N(N−1)

∫
d3r′W (r, r′)|φ(r′)|2φ(r)−µNφ(r) = 0. (2.5)

Mit der Annahme N − 1 ≈ N für große Teilchenzahlen und einer Division durch N
erhält man die stationäre GPE:(

− ~2

2m
∆r + Vext +N

∫
d3r′ W (r, r′)|φ(r′)|2

)
φ(r) = µφ(r) (2.6)

Der Wechselwirkungsterm W (r, r′) beschreibt die Wechselwirkung zwischen zwei Teil-
chen und kann aufgeteilt werden in einen kurzreichweitigen Wsr und in einen langreich-
weitigen Wlr Term, welche noch genauer zu bestimmen sind:

W (r, r′) = Wsr(r, r
′) +Wlr(r, r

′) (2.7)
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2.1 Gross-Pitaevskii Gleichung

2.1.2 Kurzreichweitige Wechselwirkung

Die kurzreichweitige Wechselwirkung wird bei kalten, verdünnten Gasen durch die Streu-
ung von zwei Teilchen dominiert. Die Energie liegt bei der Streuung in der Nähe der
thermischen Energie E = ~k2

2m
∼ kBT , woraus für T → 0 folgt, dass k → 0. In diesem Li-

mes wird die Streuung der Teilchen durch ein Pseudopotential beschrieben, das die selbe
Streuamplitude f(θ) liefert, wie das eigentliche mikroskopische Potential. Die detaillier-
te Herleitung und Berechnung der Streuung kann in vielen Standard Lehrbüchern der
Quantenmechanik nachgelesen werden. Die gestreute Wellenfunktion kann zusammen
gesetzt werden aus einer einlaufenden, ebenen Welle und einem von f(θ) abhängigen
gestreuten Anteil:

ψ(r) = eikr + f(θ)
eikr

r
(2.8)

Die ebene Welle und die Streuamplitude werden nun in Legendre Polynome entwickelt,
wobei im Limes k → 0 nur die s-Wellen Streuung, also der Term mit l = 0 betrachtet
wird. Für die Streuamplitude ergibt sich damit schließlich

f = − a

1 + iak
, (2.9)

wobei mit a die Streulänge bezeichnet wird. Ein Pseudopotential, das nun die selbe
Streuamplitude f liefert ist durch

Wsr(r, r
′) = 4π~2 a

m
δ3(r − r′) (2.10)

gegeben. Durch Einsetzen des Pseudopotentials in die GPE (2.6) ergibt sich die vorläufige
Gleichung zu

µφ(r) =

(
− ~2

2m
∆r + Vext +N

∫
d3r′ {Wsr(r, r

′) +Wlr(r, r
′)} |φ(r′)|2

)
φ(r)

=

(
− ~2

2m
∆r + Vext + 4π~2N

a

m
|φ(r)|2 +N

∫
d3r′ Wlr(r, r

′)|φ(r′)|2
)
φ(r).

(2.11)

2.1.3 Langreichweitige Wechselwirkung

Nach einem Vorschlag von O’Dell et al. [5] kann in einem monopolaren BEC eine at-
traktive gravitationsartige 1

r
-Wechselwirkung zwischen den Teilchen erzeugt werden, in-

dem mit Hilfe von elektromagnetischen Feldern Dipole induziert werden. Die Kopplung
der Atome erfolgt dann über die induzierte Dipole. Ein interessanter Aspekt dabei ist,
dass das Kondensat auf Grund der sphärisch symmetrischen 1

r
-Wechselwirkung auch oh-

ne äußere Falle stabil ist, es liegt also ein gravitationsartiger Selbsteinschluss vor. Das
Wechselwirkungspotential Wlr(r, r

′) wird im folgenden hergeleitet.
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2 Grundlagen

Betrachtet man zwei neutrale Atome im Abstand r in einem äußeren elektromagneti-
schen Feld der Intensität I mit einem Wellenvektor k und einer Polarisation e, so ergibt
sich die Wechselwirkungsenergie zu

U(r) =

(
I

4πcε2
0

)
α2(k)

3∑
i,j=1

e∗iejVij(k, r) cos(kr). (2.12)

Hierbei ist α(k) die anisotrope Polarisierbarkeit der Atome und Vij der Dipol-Dipol-
Wechselwirkungstensor:

Vij(k, r) =
1

r3

[
(δij − 3r̂ir̂j)(cos(kr) + kr sin(kr))− (δij − r̂ir̂j)k2r2 cos(kr)

]
(2.13)

Die Einheitsrichtungsvektoren sind mit r̂i = ri/ri gegeben. Der Wechselwirkungstensor
hat offensichtlich einen Anteil der proportional zu 1/r3 und einen der proportional zu 1/r
ist. Nach [5] lässt sich der 1/r3 Anteil heraus mitteln, indem drei zueinander orthogonale
Laser eingestrahlt werden. Für U ergibt sich dann:

U(r) = −3Ik2α2

16πcε2
0

1

r

[
7

3
+ (sin(θ) cos(φ))4 + (sin(θ) sin(φ))4 + cos4(θ)

]
(2.14)

Wenn die Polarisierbarkeit α reell ist, so ist U attraktiv für jede Einstrahlrichtung (θ, φ)
der Laserstrahlen relativ zum Abstand r der Atome. Der anisotrope Anteil in (2.14)
mittelt sich nun noch heraus, wenn man sechs solcher Triaden in unterschiedlicher Ori-
entierung verwendet. Das daraus resultierende Potential hat dann die Form

U(r) = − 11

4π

Ik2α2

cε2
0

1

r
=: −u

r
. (2.15)

Für ein kaltes, verdünntes BEC ist die Form (2.15) das gesuchte langreichweitige Wech-
selwirkungspotential

Wlr(r, r
′) = U(|r − r′|) = − u

|r − r′|
(2.16)

welches in 2.11 eingesetzt auf

µφ(r) =

(
− ~2

2m
∆r + Vext + 4π~2N

a

m
|φ(r′)|2 −Nu

∫
d3r′
|φ(r′)|2

|r − r′|

)
φ(r) (2.17)

führt.
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2.1 Gross-Pitaevskii Gleichung

2.1.4 Atomare Einheiten und Skalierungseigenschaft

Durch die geschickte Einführung von geeigneten Einheiten lässt sich die Gleichung (2.17)
noch vereinfachen und in eine dimensionslose Form bringen [7]:

Masse : mu = 2m (2.18)

Länge : au =
2~2

umu

“Bohr-Radius” (2.19)

Energie : Eu =
~2

mua2
u

“Rydberg-Energie” (2.20)

Frequenz : ωu =
~2

umu

(2.21)

Der Term Vext für das Potential der äußeren Falle kann auf Grund des Selbsteinschlusses
aus der Gleichung gestrichen werden. Mit den neu eingeführten Größen ergibt sich dann:

µφ(r) =

(
−∆r + 8πN

a

au

|φ(r′)|2 − 2N

∫
d3r′
|φ(r′)|2

|r − r′|

)
φ(r) (2.22)

In die Gross-Pitaevskii Gleichung geht nun noch die Teilchenzahl N ein, welche aber
durch eine Umskalierung der Größen r, φ, a und µ eliminiert werden kann. Die skalierten
Größen sind:

r̃ := Nr φ̃ := N−3/2φ (2.23)

ã :=
N2a

au

µ̃ :=
µ

N2
(2.24)

Führt man die skalierten Einheiten ein, so ergibt sich die skalierte, stationäre Gross-
Pitaevskii Gleichung, wobei die Tilden über den skalierten Größen weg gelassen werden
zu:

µφ(r) =

(
−∆r + 8πa|φ(r′)|2 − 2

∫
d3r′
|φ(r′)|2

|r − r′|

)
φ(r) (2.25)

Durch die Ersetzung µ→ i ∂
∂t

erhält man aus der stationären Gleichung die zeitabhängige,
auf welche man auch gelangen würde, wenn man den skizzierten Weg ausgehend von
der zeitabhängigen Vielteilchen-Schrödingergleichung gehen würde. Die zeitabhängige
Gleichung lautet dann:

i
∂

∂t
φ(r) =

(
−∆r + 8πa|φ(r′)|2 − 2

∫
d3r′
|φ(r′)|2

|r − r′|

)
φ(r) (2.26)

7



2 Grundlagen

2.2 Lösung der stationären Gross-Pitaevskii Gleichung

Die stationäre GPE (2.25) kann mittels eines Variationsansatzes gelöst werden. Die
gesuchte Wellenfunktion ist dabei diejenige, die das Energiefunktional minimiert. Das
Energiefunktional ergibt sich zu [6]:

E[ψ] = −ψ∗(r)∆rψ(r)︸ ︷︷ ︸
Ekin

+ 4πa

∫
d3r|ψ(r)|4︸ ︷︷ ︸
Esr

−
∫

d3r

∫
d3r′
|ψ(r)|2|ψ(r′)|2

|r − r′|︸ ︷︷ ︸
Elr

(2.27)

Auf Grund der sphärischen Symmetrie des Wechselwirkungspotentials kann auch die
Wellenfunktion eine sphärische Symmetrie aufweisen:

ψ(r) = ψ(|r|) = ψ(r) (2.28)

Als Ansatz für die Wellenfunktion wird eine Gaußfunktion gewählt

ψ(r) = Ae−k
2r2/2, (2.29)

wobei A die Amplitude ist und k als Variationsparameter dient. Über die Normierungs-
bedingung lässt sich A leicht bestimmen:

∫
d3r|ψ(r)|2 !

= 1 (2.30)

4πA2

∫
dr e−k

2r2r2 = π3/2A
2

k3

!
= 1 (2.31)

⇒ A =
k3/2

π3/4
(2.32)

Mit diesem Gaußansatz lässt sich das Energiefunktional leicht variieren, da sich die Suche
nach dem Minimum auf eine einfach Extremstellensuche einer Funktion E(k) reduziert.

8



2.2 Lösung der stationären Gross-Pitaevskii Gleichung

Die einzelnen Terme von E(k) ergeben sich zu:

Ekin(k) = −4
k3

√
π

∞∫
0

r2e−k
2r2/2

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
e−k

2r2/2dr

= −4
k3

√
π

∞∫
0

r2(r2k4 − k2 − 2k2)e−k
2r2dr

=
3

2
k2 (2.33)

Esr(k) = 16a
k6

π

∞∫
0

r2e−2k2r2dr

=

√
2

π
ak3 (2.34)

Elr(k) = −k
6

π3

∫
d3r

∫
d3r′

e−k
2(r2+r′2)

|r − r′|
(2.35)

Das letzte Doppelintegral Elr(k) lässt sich lösen, wenn man zu Relativ- und Schwer-
punktkoordinaten übergeht:

rrel := r − r′ , rs := r + r′ (2.36)

Mit einer Funktionaldeterminate von 1/8 ergibt sich durch diese Transformation:

Elr(k) = − k6

8π3

∫
d3rs

∫
d3rrel

e−k
2 1
2

(r2rel+r
2
s )

rrel

= −16k6

8π

∞∫
0

r2
s e−k

2 1
2
r2s drs

∞∫
0

rrele
−k2 1

2
r2reldrrel

= −
√

2

π
k (2.37)

Die gesamte Energie ergibt sich mit den berechneten Termen zu:

E(k) =
3

2
k2 +

√
2

π
ak3 −

√
2

π
k (2.38)

Das Minimum von E(k) erhält man nun als Nullstelle der Ableitung, welche gegeben ist
durch

d

dk
E(k) = 3

√
2

π
ak2 + 3k −

√
2

π
. (2.39)
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2 Grundlagen

Die Nullstellen dieses Polynoms lauten:

k± =
1

2a

√
π

2

(
±
√

1 +
8a

3π
− 1

)
(2.40)

Ob Nullstellen vorhanden sind hängt nun, mit Blick auf die Diskriminante, von a ab.
Nullstellen existieren nur dann, wenn die Diskriminante einen positiven Wert annimmt,
was für Werte größer der kritischen Streulänge acr der Fall ist,

a > acr = −3π

8
≈ −1,1781 . . . (2.41)

Einsetzen der Nullstellen k± in das Energiefunktional E(k) liefert einen maximalen
E(k+) und einen minimalen E(k−) Wert:

E± = E(k±) = − 4

9π

1± 2
√

1 + 8a/3π

(1±
√

1 + 8a/3π)2
(2.42)

Die Energie spaltet sich abhängig von der gewählten Nullstelle in einen Zweig mit höherer
Energie und einen mit niedrigerer auf, wobei die Zweige bei der kritischen Streulänge
acr durch eine Tangentenbifurkation entstehen. Der Zweig mit niedriger Energie E− wird
mit einem Grundzustand, der mit höherer Energie E+ mit einem angeregten Zustand
assoziiert. In Abbildung 2.1 ist die Energie in Abhängigkeit der Streulänge dargestellt.

10



2.3 Zeitabhängige GPE - TDVP

Abbildung 2.1: Tangentenbifurkation der Meanfieldenergie, aus [7]. Dargestellt sind die
Ergebnisse aus numerischen Rechnungen im Vergleich zu den Ergebnis-
sen aus analytischen Rechnung mit einem Variationsansatz.

2.3 Zeitabhängige GPE - TDVP

Die zeitabhängige Gross-Pitaevskii Gleichung

i
∂

∂t
ψ(r) =

(
−∆r + 8πa|ψ(r′)|2 − 2

∫
d3r′
|ψ(r′)|2

|r − r′|

)
ψ(r) (2.43)

wird mit einem zeitabhängigen Variationsprinzip (TDVP: Time-dependent variational
principle) nach McLachlan [8] gelöst. Das Verfahren wurde entwickelt, um die zeit-
abhängige Schrödingergleichung zu lösen, lässt sich aber auch auf die Gross-Pitaevskii
Gleichung übertragen. Bei dem Verfahren wird die Wellenfunktion über einen Satz von
zeitabhängigen Parametern z(t) beschrieben:

ψ(r, t) = ψ(r, z(t)) (2.44)

Das Ziel des Verfahrens ist es, einen Satz von gewöhnlichen Differentialgleichung für
die Parameter zu erhalten, anstatt die ursprüngliche partielle Differentialgleichung lösen
zu müssen. Das Variationsprinzip von McLachlan geht von einer Schrödingergleichung
iψ̇ = Ĥψ aus, deren Differenz von linker und rechter Seite minimal werden soll. Es wird
dabei nach einer Wellenfunktion φ variiert, die nach Abschluss des Verfahrens gleich der

11



2 Grundlagen

Zeitableitung gesetzt wird φ = ψ̇. Das zu minimierende Funktional I ergibt sich dann
zu:

I = ||iφ(t)− Ĥψ||2

= 〈φ|φ〉+ i〈φ|Ĥψ〉 − i〈Ĥψ|φ〉+ 〈Ĥψ|Ĥψ〉 (2.45)

Wird das Funktional I nach φ variiert ergibt sich:

δI = 〈δφ|φ〉+ 〈φ|δφ〉+ i〈δφ|Ĥψ〉 − i〈Ĥψ|δφ〉
= 〈δφ|φ+ iĤψ〉+ 〈φ− iĤψ|δφ〉 (2.46)

Durch die Ersetzung φ = ψ̇(z(t), ż(t)) gilt unter der Annahme, dass nur nach φ und
damit auch nur nach den ż variiert wird, für δφ:

δφ = δ|ψ̇(z, ż)〉 =

∣∣∣∣∣∂ψ̇∂ż δż
〉

=

∣∣∣∣∂ψ∂z δż
〉

(2.47)

Durch Einsetzen von (2.47) und φ = ψ̇ in (2.46) ergibt sich für die Variation folgende
Bedingung:

δI =

〈
∂ψ

∂z
δż
∣∣∣ψ̇ + iĤψ

〉
+

〈
ψ̇ − iĤψ

∣∣∣∂ψ
∂z

δż

〉
!

= 0 (2.48)

Für eine beliebige Variation δż folgt daraus〈
∂ψ

∂z

∣∣∣ψ̇ + iĤψ

〉
= 0 (2.49)

⇒
〈
∂ψ

∂z

∣∣∣ψ̇〉 = −i

〈
∂ψ

∂z

∣∣∣Ĥψ〉 (2.50)

⇒
〈
∂ψ

∂z

∣∣∣∂ψ
∂z
ż

〉
=

〈
∂ψ

∂z

∣∣∣∂ψ
∂z

〉
︸ ︷︷ ︸

Matrix K

ż = −i

〈
∂ψ

∂z

∣∣∣Ĥψ〉︸ ︷︷ ︸
Vektor h

(2.51)

⇒ Kż = −ih. (2.52)

Damit hat man ein System von Differentialgleichung für die Variationsparameter z ge-
funden. Mit einem Gaußansatz für ψ(r, t) mit geeigneten Parametern lässt sich das
TDVP jetzt auf das monopolare BEC anwenden. Der Gaußansatz lautet

ψ(r, t) = ei(A(t)r2+γ(t)) (2.53)

mit den Parametern z(t) = (A(t), γ(t)) ∈ C2, A = Ar + iAi ist hierbei die Breite der
Gaußfunktion und γ = γr + iγi eine Phase. Mit dem Hamiltonian der GPE

Ĥ = −∆r + V, (2.54)

V = Vsr + Vlr = 8πa|φ(r′)|2 − 2

∫
d3r′
|φ(r′)|2

|r − r′|
(2.55)

12



2.3 Zeitabhängige GPE - TDVP

und dem Vektor der Parameter z = (A, γ) wird nun das Bracket〈
∂ψ

∂z

∣∣∣ψ̇ + iĤψ

〉
= 0

⇔
〈
∂ψ

∂z

∣∣∣iψ̇ − Ĥψ〉 = 0 (2.56)

berechnet [9]. Die einzelnen Ableitungen ergeben sich mit r =
√
x2 + y2 + z2, wobei

x, y, z kartesische Koordinaten sind, zu:

∂

∂t
ei(A(t)r2+γ(t)) = i(r2Ȧ+ γ̇)ei(A(t)r2+γ(t)) (2.57)

−∆re
i(A(t)r2+γ(t)) = (−i6A+ 4A2r2)ei(A(t)r2+γ(t)) (2.58)

∂

∂A
ei(A(t)r2+γ(t)) = ir2ei(A(t)r2+γ(t)) (2.59)

∂

∂γ
ei(A(t)r2+γ(t)) = iei(A(t)r2+γ(t)) (2.60)

Damit ergeben sich zunächst zwei Gleichungen für das Bracket (2.56)〈
iei(A(t)r2+γ(t))

∣∣∣(v0 +
1

2
v2r

2 − V )ei(A(t)r2+γ(t))

〉
=0 (2.61)〈

ir2ei(A(t)r2+γ(t))
∣∣∣(v0 +

1

2
v2r

2 − V )ei(A(t)r2+γ(t))

〉
=0, (2.62)

wobei v0 := −γ̇+i6A und 1
2
v2 := −Ȧ−4A2 gilt. Durch Umsortierung, einer Division mit

der Imaginäreinheit i und den Abkürzungen
〈

ei(A(t)r2+γ(t))
∣∣∣ = 〈g|, bzw.

∣∣∣ei(A(t)r2+γ(t))
〉

=

|g〉 ergeben sich die Gleichungen

〈g|g〉v0 +
1

2
〈g|r2|g〉v2 = 〈g|V |g〉 (2.63)

〈g|r2|g〉v0 +
1

2
〈g|r4|g〉v2 = 〈g|r2V |g〉. (2.64)

Da die sich aus den einzelnen Brackets ergebenden Integrale analytisch lösbar sind, lässt
sich das lineare Gleichungssystem für v0 und v2 ebenfalls analytisch lösen, wobei für die
Integrale gilt [9]

〈g|g〉 = π3/2 e−2γi

(2Ai)3/2
, 〈g|r2|g〉 =

3

2
π3/2 e−2γi

(2Ai)5/2
, (2.65)

〈g|r4|g〉 =
15

4
π3/2 e−2γi

(2Ai)7/2
, 〈g|V |g〉 =

π5/2e−4γi

2A
5/2
i

(2aAi + 1) , (2.66)

〈g|r2V |g〉 =
π5/2e−4γi

16A
7/2
i

(6aAi + 5) . (2.67)
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2 Grundlagen

Als Lösung des linearen Gleichungssystems ergibt sich schließlich

v0 =
πe−2γi

2
√

2Ai

(5− 14aAi) (2.68)

v2 = 2
√

2πe−2γi

(
aAi −

1

6

)
. (2.69)

Mit Hilfe der Ausdrücke für v0 und v2 erhählt man zwei Bewegungsgleichungen für die
Gaußparameter

γ̇ = 6iA− v0 = 6iA− πe−2γi

2
√

2Ai

(5− 14aAi) (2.70)

Ȧ = −4A2 − v2 = −4A2 − 2
√

2πe−2γi

(
aAi −

1

6

)
. (2.71)

Hier wurde nur der Ansatz mit einer Gaußfunktion skizziert. Dieser Ansatz liefert für
die Meanfieldenergie qualitativ korrekte Ergebnisse im Vergleich zu numerisch exak-
teren Rechnungen (vgl. Abbildung 2.1). Es zeigt sich, dass ein Ansatz mit gekoppelten
Gaußfunktionen quantitativ bessere Werte liefert [9].
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2.4 Kanonische Variablen

2.4 Kanonische Variablen

Die in Abschnitt 2.2 beschriebenen Ergebnisse erhält man auch mit Hilfe der Bewe-
gungsgleichungen für die Gaußparameter. Da nur eine Gaußfunktion verwendet wird,
lassen sich für die Parameter kanonische Variablen finden [10]. Hierzu werden zunächst
die Gleichungen (2.70) und (2.71) in ihre Real- und Imaginärteile zerlegt, A = Ar + iAi
und γ = γr + iγi. Der Imaginärteil γi kann über die Normierung 〈ψ|ψ〉 = 1 zu

γi = −3

4
ln

(
2Ai
π

)
(2.72)

bestimmt werden. Da γr eine Phase beschreibt kann γr = 0 gewählt werden, da die Phase
bei der Verwendung nur einer Gaußfunktion keine Rolle spielt. Durch diese Annahmen
ist die Wellenfunktion nur noch von Ar und Ai abhängig und ergibt sich zu

ψ =

(
2Ar
π

) 3
4

ei(Ar+iAi)r
2

. (2.73)

Die stationären Lösungen ergeben sich als Fixpunkte aus den Bewegungsgleichungen,
welche man durch die Forderung Ȧr = 0 und Ȧi = 0 erhält. Für die Meanfieldenergie
ergibt sich dann

Emf = −〈ψ|∆r|ψ〉+
1

2
(〈ψ|Vsr|ψ〉+ 〈ψ|Vlr|ψ〉) (2.74)

=
3

Ai

(
A2
i + A2

r

)
+ 2

√
Ai
π

(2aAi − 1) . (2.75)

Durch die Einführung von kanonischen Variablen werden die Bewegungsgleichungen der
Gaußparameter nun auf eine Hamiltonsche Form gebracht. Die Transformation

q =
1

2

√
3

Ai
, (2.76)

p = Ar

√
3

Ai
, (2.77)

wobei q der Breite der Gaußfunktion entspricht, werden in die Meanfieldenergie einge-
setzt und man erhält die Hamiltonfunktion

H(q, p) = p2 +
3a

2

√
3

π

1

q3
+

9

4

1

q2
−
√

3

π

1

q
, (2.78)

wobei gilt Emf = H(q, p). Dadurch ergibt sich eine Analogie zwischen den Bewegungs-
gleichungen für die Gaußparameter, also der Dynamik des BEC und einem klassischen
Teilchen in einem eindimensionalen Potential

V (q) =
3a

2

√
3

π

1

q3
+

9

4

1

q2
−
√

3

π

1

q
. (2.79)
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2 Grundlagen

Nach der Hamiltonschen Mechanik gilt:

q̇ =
∂H

∂p
= 2p (2.80)

ṗ = −∂H
∂q

=
9a

2

√
3

π

1

q4
+

9

2

1

q3
−
√

3

π

1

q2
(2.81)

Durch Einsetzen der Rücktransformationen lässt sich die Gültigkeit der Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen 2.80 und 2.81 zeigen [10], da dadurch wieder die Bewegungsglei-
chungen 2.70 und 2.71 für die Gaußparameter erhalten werden. Die Extremstellen des
Potentials entsprechen dann dem Grundzustand, bzw. dem angeregten Zustand:

∂V (q)

∂q
= −9a

2

√
3

π

1

q4
− 9

2

1

q3
+

√
3

π

1

q2

!
= 0 (2.82)

⇒ qmax =
3

4

(√
3π −

√
3π + 8a

)
(2.83)

qmin =
3

4

(√
3π +

√
3π + 8a

)
(2.84)

Maxima und Minima existieren nun nur im Bereich 0 > a > acr = −3π
8

, es gibt al-
so einen stabilen Grundzustand bei der Energie Emf,min = V (qmin) und einen insta-
bilen angeregten Zustand bei der Energie Emf,max = V (qmax). Für Energien zwischen
den extremalen Energien Emf,max > E > Emf,min gibt es periodische Lösungen, in der
klassischen Analogie schwingt das Teilchen um das Potentialminimum. Diese klassische
Schwingung entspricht einer oszillierenden Breite der Gaußfunktion. Das Minimum bei
Emf,min ist allerdings kein globales Minimum sondern nur ein lokales. Der Grundzustand
ist also nur metastabil und das Teilchen kann durch den Potentialberg in den kollabie-
renden Bereich um q = 0 tunneln. Für Streulängen a < acr existieren keine Extrema,
das Kondensat kollabiert. Ist die Streulänge a > 0, so existiert nur ein Minimum, wofür
ebenfalls oszillierende Lösungen existieren. In Abbildung 2.2 wird das Potentiale V (q)
bei unterschiedlichen Streulängen dargestellt.
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Abbildung 2.2: Das Potential V (q) bei unterschiedlichen Streulängen

2.5 Makroskopisches Quantentunneln

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben ist der Grundzustand nicht stabil, sondern nur
metastabil, da das Potential V (q) nur ein lokales Minimum aufweist. Das Tunneln eines
Teilchens aus dem metastabilen Grundzustand hinein in den kollabierenden Bereich wird
als “makroskopisches Quantentunneln” bezeichnet. Die Tunnelrate lässt sich nach einem
Vorschlag von Stoof [11] herleiten und wird im folgenden skizziert. Eine detailliertere
Beschreibung findet man in [11].

2.5.1 Semiklassische Näherung - kanonische Koordinaten

Zunächst wird ein Teilchen der Masse m in einem Potential V (q) betrachtet. Die Tun-
nelrate aus einem metastabilen Grundzustand

Γ0 = −2

~
Im(E0) = lim

T→0

2kBT

~
Im(lnZ) (2.85)

ist dabei proportional zum Imaginärteil des Logarithmus der Zustandssumme Z, Im(E0)
ist der Imaginärteil der Energie des metastabilen Grundzustandes. Die Zustandssumme

Z = Tr[e−βĤ ] (2.86)
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2 Grundlagen

mit β = 1
kBT

und Ĥ(q, p) = p2

2m
+ V (q) dem Hamiltonoperator lässt sich als ein Pfadin-

tegral über alle geschlossenen Bahnen darstellen,

Z =

∫∫
d[q]d[p] exp

−1

~

~β/2∫
−~β/2

dτ

[
−ip

dq

dτ
+H(q, p)

] (2.87)

mit der periodischen Randbedingung q(−~β/2) = q(~β/2). Die Verbindung zwischen
der Spur des Zeitentwicklungsoperators und dem Pfadintegral führt zu der Verbindung
zwischen der inversen Temperatur und der Imaginärzeit τ := i(t2 − t1):

β =
1

kBT
= i(t2 − t1) (2.88)

An p wird keine Bedingungen gestellt und das Integral über p lässt sich für den hier be-
trachteten Hamiltonoperator leicht berechnen, da es sich um ein Gaußintegral handelt,
welches für die weitere Betrachtung keine Rolle mehr spielt. Durch die p-Integration
ergibt sich folgendes Pfadintegral für die Zustandssumme mit S[q] der euklidischen Wir-
kung:

Z =

∫
d[q] exp

(
−1

~
S[q]

)

=

∫
d[q] exp

−1

~

~β/2∫
−~β/2

dτ

[
m

2

(
dq

dτ

)2

+ V (q)

] (2.89)

Zur Lösung des Pfadintegrals betrachtet man nun nur die Bahnen, die die Wirkung S[q]
extremalisieren, da diese Bahnen den größten Beitrag zum Pfadintegral liefern. Diese
Bahnen sind Lösungen der Euler-Lagrange Gleichung

m
d2q

dτ 2
= −d(−V (q))

dq
, (2.90)

die die klassische Bewegung eines Teilchens mit Masse m im Potential −V (q) beschrei-
ben. Eine periodische Lösung der Euler-Lagrange Gleichung ist die stationäre Lösung
q(τ) = q0 am Minimum des Potentials dV (q0)/dq = 0, was analog zum Grundzustand
ist. Für kleine Fluktuationen q′(τ) um das Minimum q(τ) = q0 + q′(τ) ergibt eine Ent-
wicklung in den Fluktuationen bis zur zweiten Ordnung für die Zustandssumme:

Z ' e−βV (q0)

∫
d[q′] exp

−1

~

~β/2∫
−~β/2

dτ

[
m

2

(
dq′

dτ

)2

+
d2V (q0)

dq2
q′2

]
︸ ︷︷ ︸

Zustandssumme des harmonischen Oszillators

(2.91)
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Mit mω2
0 = d2V (q0)

dq2
ist die Zustandssumme gerade die des harmonischen Oszillators

Z ' e−βV (q0)N

{
det

[
m

2π~

(
− d2

dτ 2
+ ω2

0

)]}1/2

' e−βV (q0) e−β~ω0/2

1− e−β~ω0
, (2.92)

wobei N der Normierungsfaktor des Pfadintegrals ist. Im Limes T → 0 erhält man
hieraus für die Energie E0 ' V (q0) + ~ω0/2 und damit eine Tunnelrate von Γ0 = 0. Um
eine nicht verschwindende Tunnelrate zu erhalten, muss eine weitere Bahn, die “Bounce-
Bahn“ qb(τ) berücksichtigt werden. Die Wirkung dieser Bahn unterscheidet sich nicht
stark von der Wirkung der stationären Bahn q0 und liefert deshalb ebenfalls einen nicht
verschwindenden Beitrag zum Pfadintegral. Die Bounce-Bahn ist in Abbildung 2.3 sche-
matisch dargestellt. Die Bounce-Bahn hat die Eigenschaft, dass sich das Teilchen relativ

V (q)

−V (q)

Tunnelprozess

Bounce-Bahn

×
q0 = qmin

×
q1

V (qmin)

V (qmax)

Abbildung 2.3: Das Potential V (q) und das invertierte Potential −V (q) mit der Bounce-
Bahn, bei der das Teilchen bei q0 startet, durch das Minimum bis zur
Stelle q1 und wieder zurück schwingt.

lange bei q0 aufhält, durch das Minimum bis zum Umkehrpunkt bei q1 (V (q0) = V (q1))
schwingt und sich wieder asymptotisch q0 nähert. Im Limes τ → ±∞ ist das Verhalten
gegeben durch qb ∼ q0 + (v0/ω0)e−ω0|τ |. Die Zeit ist dabei so gewählt, dass zum Zeit-
punkt τ = 0 gerade der Umkehrpunkt erreicht ist. Die ”Anfangsgeschwindigkeit“ v0 ist
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2 Grundlagen

dabei vom Verlauf des Potentials abhängig. Entwickelt man wieder in den Fluktuatio-
nen q′(τ) um qb(τ), q(τ) = qb(τ) + q′(τ) bis zur zweiten Ordnung so ergibt sich für die
Zustandssumme

Z ' eβ(V (q0)+~ω0/2)

(
1 +

[
det(−d2/dτ 2 + ω2

0)

det(−d2/dτ 2 + ωb(τ)2)

]1/2

e−(S[qb]−S[q0])/~

)
, (2.93)

wobei ωb durch mω2
b = d2V (qb(τ))/dq2 definiert ist. Nimmt man noch die Möglichkeit

mehrerer Schwingungen mit, so erhält man für die Energie im Limes T → 0:

E0 = V (q0) +
~ω0

2
− lim

T→0
kBT

[
det(−d2/dτ 2 + ω2

0)

det(−d2/dτ 2 + ωb(τ)2)

]1/2

e−(S[qb]−S[q0])/~ (2.94)

Im Vergleich zu der Lösung q0 ist zu der Energie ein weiterer Term hinzu gekommen,
welcher rein imaginär ist und deshalb eine nicht verschwindende Tunnelrate liefert. Dass
der letzte Term von E0 imaginär ist lässt sich daran erkennen, dass dqb(τ)/dτ eine
Eigenfunktion des Operators det(−d2/dτ 2 + ωb(τ)2) mit Eigenwert 0 ist. Da nun aber
dqb(τ)/dτ einen Knoten hat, muss es noch einen negativen Eigenwert geben, der zu einer
knotenlosen Eigenfunktion gehört, was dann dazu führt, dass der letzte Term imaginär
wird. Die Auswertung des Terms kann man in [12] nachlesen. Es ergibt sich dadurch für
die Energie

E0 = V (q0) +
~ω0

2
− i

2

√
mω0~v2

0

π
e−(S[qb]−S[q0])/~ (2.95)

und damit schließlich für die Tunnelrate:

Γ0 =

√
mω0v2

0

~π
e−(S[qb]−S[q0])/~ (2.96)

Wie zu Beginn erwähnt handelt es sich bei dieser Beschreibung um eine semiklassische
Näherung, bei der ein Teilchen der Masse m in einem Potential V (q) betrachtet wird.
Um die Tunnelrate eines BEC zu erhalten geht man von einem feldtheoretischen Ansatz
mit den Feldgrößen ψ(r, t) und π(r, t) = i~ψ∗(r, t) aus. Der Hamiltonian H[ψ, π] ist
dann über eine Hamiltondichte H

H[ψ, π] =

∫
drψ∗Hψ

=

∫
drψ∗

(
− ~

2m
∆r + 2π~2N

a

m
|ψ(r′)|2 +

1

2
Vlr

)
ψ (2.97)

definiert. Die Hamiltondichte wird dabei so gewählt, dass durch die Bewegungsgleichun-
gen für ψ(r, t) wieder die Gross-Pitaevskii Gleichung (bei diesem Ansatz geht man von
der unskalierten GPE aus) erhalten wird:

∂

∂t
ψ(r, t) =

δ

δπ(r, t)
H[ψ, π]

=
1

i~

(
− ~

2m
∆r + 4π~2N

a

m
|ψ(r′)|2 + Vlr

)
ψ(r, t) (2.98)
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Für die Zustandssumme gilt dann:

Z =

∫∫
d[ψ∗]d[ψ] exp

{
−1

~

∫
dτ

(∫
drψ∗~

∂

∂τ
ψ +H[ψ, π]

)}
(2.99)

Diese Zustandssumme muss nun ausgewertet werden, wobei man im Laufe der Auswer-
tung [11] wieder zu gaußförmigen Wellenfunktionen übergeht. Der Unterschied ist aber,
dass die Teilchenzahl N bei der feldtheoretischen Behandlung explizit in die Gleichun-
gen eingeht. Für die Tunnelrate ergibt sich dann ein ähnliches Ergebnis wie bei der
semiklassischen Betrachtung

Γ0 =

√
Nmω0v2

0

π~
e−(S[qb]−S[q0])N/~, (2.100)

wobei im Vergleich zur semiklassischen Lösung der Übergang ~→ ~
N

vollzogen wird.

2.5.2 Imaginärzeitdynamik ohne kanonische Variablen

In den vorherigen Kapiteln ist man von Systemen ausgegangen, die mit kanonischen
Variablen beschrieben wurden und die Bounce-Bahn in Imaginärzeit berechnet wurde,
indem man die Bewegung im invertierten Potential betrachtete. Es ist aber nicht immer
möglich, kanonische Variablen für ein System zu finden und daher kann die Bounce-Bahn
und deren Wirkung nicht über ein klassisches Analogen berechnet werden. Ein erster
Schritt um dieses Problem zu lösen ist, die Gross-Pitaevskii Gleichung in Imaginärzeit
τ = it zu betrachten. Dabei geht die Gleichung über in

i
∂

∂t
ψ = Ĥψ

τ = it−−−→ − ∂

∂τ
ψ = Ĥψ.

Für den Zeitentwicklungsoperator Û gilt dann beim Übergang τ = it [13]:

Û = e−iĤt
τ = it−−−→ Û = e(−Ĥ+µ)τ

Dies alleine reicht allerdings nicht aus, da sonst die Norm N zeitabhängig wird, mit

ψ(r, τ) = e(−Ĥ+µ)τψ(r, 0) (2.101)

gilt:

N =

∫
dr ψ∗(r, τ)ψ(r, τ) (2.102)

=

∫
dr e(−Ĥ+µ)τψ∗(r, 0)e(−Ĥ+µ)τψ(r, 0) (2.103)

= e2(−Ĥ+µ)τ

∫
dr ψ∗(r, 0)ψ(r, 0) (2.104)

21



2 Grundlagen

Da der Zeitentwicklungsoperator reell ist, bleibt bei der Berechnung der Norm der Faktor
e2(−Ĥ+µ)τ übrig. Um dieses Problem zu lösen betrachtet man die komplex konjugierte
Gross-Pitaevskii Gleichung und vollzieht anschließend den Übergang zur Imaginärzeit
[13]

− i
∂

∂t
ψ̄ = Ĥψ̄

τ = it−−−→ ∂

∂τ
ψ̄ = Ĥψ̄.

Der Zeitentwicklungsoperator ˆ̄U hat dann die Form:

ˆ̄U = eiĤt
τ = it−−−→ ˆ̄U = e(Ĥ−µ)τ

Fordert man nun noch, dass

ψ̄(r, τ = 0) = ψ∗(r, τ = 0), (2.105)

wobei ψ∗ die komplex konjugierte Wellenfunktion ist, so erhält man mit

ψ̄(r, τ) = e(Ĥ−µ)τ ψ̄(r, 0) (2.106)

für die Norm N

N =

∫
dr ψ̄(r, τ)ψ(r, τ) (2.107)

=

∫
dr e(Ĥ−µ)τ ψ̄(r, 0)e(−Ĥ+µ)τψ(r, 0) (2.108)

=

∫
dr ψ∗(r, 0)ψ(r, 0) (2.109)

= const, (2.110)

wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte über ρ = ψ̄ψ definiert ist. Die so definierte Norm
ist zeitunabhängig und damit brauchbar. Die Meanfieldenergie Emf wird mit ψ und ψ̄
nach

Emf =

∫
drψ̄

{
∆r +

1

2
(Vsr + Vsr)

}
ψ (2.111)

berechnet

Randbedingungen

Bei dem Lösungsweg mit kanonischen Variablen wurden periodische Randbedingungen
gefordert, q(−β~/2) = q(β~/2). Überträgt man dies auf die Größen ψ und ψ̄ so ergibt
sich die Forderung, dass diese an den Rändern −β~/2 und β~/2 ebenfalls identisch sein
sollen:

ψ(β~/2) = ψ̄(β~/2) ; ψ(−β~/2) = ψ̄(−β~/2) (2.112)
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2.5 Makroskopisches Quantentunneln

Die Konvention, dass für τ = 0 gerade der Umkehrpunkt erreicht sein soll und dass
ψ∗(τ = 0) = ψ̄(τ = 0) ergibt noch die Bedingung, dass am Umkehrpunkt

ψ̄(τ = 0) = ψ(τ = 0) (2.113)

gilt. Mit den beiden Zeitentwicklungsoperatoren Û , ˆ̄U lässt sich noch eine zeitliche Sym-
metrie der beiden Wellenfunktionen ψ, ψ̄ zeigen. Es gilt:

ψ(−τ) = e−Ĥ(−τ)ψ(0) = ψ̄(τ) (2.114)

Mit diesen Bedingungen genügt es, nur die halbe Periode zu betrachten.

2.5.3 Die Wirkung

In die Tunnelrate

Γ0 =

√
Nmω0v2

0

π~
e−(S[qb]−S[q0])N/~ (2.115)

geht die Differenz ∆S zwischen der Wirkung der stationären Bahn S[q0] und der Wirkung
der Bounce-Bahn S[qb] ein,

∆S = S[qb]− S[q0]. (2.116)

Diese Größe muss also bekannt sein, um Tunnelraten berechnen zu können. Mit den
Feldgrößen ψ und ψ̄ lässt sich die Wirkung über die Lagrangedichte angeben [13]:

S =

~β/2∫
−~β/2

dτ

∫
dr
{
ψ̄ψ̇ − ψ̄Hψ

}

=

~β/2∫
−~β/2

dτ

∫
dr

[
ψ̄(r, τ)

d

dτ
ψ(r, τ) + ψ̄(r, τ)∆rψ(r, τ)− 4πaψ̄(r, τ)ψ(r, τ)

+

∫
ψ̄(r′, τ)ψ(r′, τ)ψ̄(r, τ)ψ(r, τ)

|r − r′|
dr′
]

(2.117)
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2 Grundlagen

Damit gilt für die beiden Wirkungen S[q0] und S[qb]

S[q0] =

~β/2∫
−~β/2

dτ

∫
dr
{
ψ̄0ψ̇0 − ψ̄0Hψ0

}

=

~β/2∫
−~β/2

dτ

{∫
drψ̄0ψ̇0 −

∫
drψ̄0Hψ0

}
(2.118)

S[qb] =

~β/2∫
−~β/2

dτ

∫
dr
{
ψ̄bψ̇b − ψ̄bHψb

}

=

~β/2∫
−~β/2

dτ

{∫
drψ̄bψ̇b −

∫
drψ̄bHψb

}
(2.119)

und deren Differenz

∆S =

~β/2∫
−~β/2

dτ

{∫
drψ̄bψ̇b − ψ̄0ψ̇0 −

∫
drψ̄bHψb +

∫
drψ̄0Hψ0

}
. (2.120)

Da
∫

drψ̄bHψb =
∫

drψ̄0Hψ0 und ψ̇0 = 0 ergibt sich für ∆S der einfache Ausdruck

∆S =

~β/2∫
−~β/2

dτ

∫
drψ̄b

d

dτ
ψb. (2.121)

Auf Grund der zeitlichen Symmetrie der Wellenfunktionen ψ̄(τ) = ψ(τ) lässt sich dieser
Ausdruck noch so umschreiben, dass die Integration über τ nur für die halbe Periode

24



2.5 Makroskopisches Quantentunneln

durchgeführt werden muss:

∆S =

~β/2∫
−~β/2

dτ

∫
drψ̄b(τ)

d

dτ
ψb(τ)

=

~β/2∫
0

dτ

∫
drψ̄b(τ)

d

dτ
ψb(τ) +

0∫
−~β/2

dτ

∫
drψ̄b(τ)

d

dτ
ψb(τ)

=

~β/2∫
0

dτ

∫
drψ̄b(τ)

d

dτ
ψb(τ)−

−~β/2∫
0

dτ

∫
drψ̄b(τ)

d

dτ
ψb(τ)

=

~β/2∫
0

dτ

∫
drψ̄b(τ)

d

dτ
ψb(τ)−

~β/2∫
0

dτ

∫
drψ̄b(−τ)

d

dτ
ψb(−τ)

=

~β/2∫
0

dτ

∫
drψ̄b(τ)

d

dτ
ψb(τ)− ψb(τ)

d

dτ
ψ̄b(τ) (2.122)
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3 Gitterrechnung

Zur Berechnung der Tunnelraten in imaginärer Zeit wird die Wirkung der Bounce-Bahn
benötigt. In Abschnitt 2.5.2 wurde mit dem TDVP ein analytisches Näherungsverfahren
vorgestellt, mit dessen Hilfe die Lösung der Gross-Pitaevskii Gleichung in Imaginärzeit
auf das Lösen von einfacheren Differantialgleichungen für die Gaußparameter reduziert
wurde. Ein numerisch exakte Lösung lässt sich erhalten, indem das Verhalten der Wellen-
funktionen ψ(r, τ) und ψ̄(r, τ) auf einem Raum-Zeit-Gitter simuliert wird. Das Ziel der
Gitterrechnung besteht darin, das direkte Verhalten der Wellenfunktionen während des
Bounce Vorgangs zu erhalten. Da bei der Simulation auf dem Gitter keine kanonischen
Variablen vorhanden sind, existiert kein Potential V (q), wie in Abschnitt 2.5.1 beschrie-
ben, aber es ist für das Verständnis hilfreich dieses Bild schematisch vor Augen zu haben.
Zur Initialisierung des Gitters werden zunächst gegebene Startwellenfunktionen, die aus
einem TDVP stammen, sowohl im Ort als auch in der Zeit diskretisiert. Um das Git-
ter klein zu halten wird die in Abschnitt 2.5.2 beschriebene Symmetrie ψ(τ) = ψ̄(−τ)
ausgenutzt, indem jeweils nur die halbe Periode verwendet wird. Durch die Diskreti-
sierung der halben Periodendauer erhält man m unterschiedliche Wellenfunktionen zu
verschiedenen Zeitpunkten. Der zeitliche Abstand zwischen zwei Zeitpunkten beträgt
hierbei immer ∆τ . Zu jedem Zeitpunkt τ bestehen diese Wellenfunktionen jeweils aus
einem Satz von 2n Gitterpunkten ψτ := (ψτ,1, . . . , ψτ,n), ψ̄τ := (ψ̄τ,1, . . . , ψ̄τ,n). Für einen
konstanten Gitterabstand ∆r gilt:

ψτ,1 = ψ(∆r, τ) , ψ̄τ,1 = ψ̄(∆r, τ) (3.1)

...
...

ψτ,n = ψ(n∆r, τ) , ψ̄τ,n = ψ̄(n∆r, τ) (3.2)

Insgesamt besteht das Gitter also aus m · 2n Gitterpunkten, wobei ein Gitterpunkt dem
Wert der Wellenfunktion an einem Ort i∆r zu einer bestimmten Zeit τ entspricht. Für
τ = m soll gerade der Umkehrpunkt erreicht sein. In Abbildung 3.1 ist dies veranschau-
licht. Anschließend wird mit dem Zeitentwicklungsoperator Û(τ, τ0) von jedem Zeitpunkt
aus die entsprechende Satz von Gitterpunkten um ein Zeitschritt propagiert. Hier ist zu
beachten, dass zwei unterschiedliche Operatoren verwendet werden müssen, je nachdem
ob ψ oder ψ̄ propagiert wird. Wie in Abschnitt 2.5.2 beschrieben wurde, wird für die

Größen ψ der Operator Û = e(−Ĥ+µ)τ und für die Größen ψ̄ der Operator ˆ̄U = e(Ĥ−µ)τ

verwendet. Die aus der Propagation durch den Operator erhaltenen Sätze von Gitter-
punken entsprechen aber nicht exakt den Sätzen der Startwerte des darauf folgenden
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︸ ︷︷ ︸
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Abbildung 3.1: Diskretisierte Wellenfunktionen ψ, ψ̄ auf dem Raum-Zeit-Gitter.

Zeitpunkts:

Û(τ, τ0)ψτ0,Start = ψ̃τ 6= ψτ,Start (3.3)

ˆ̄U(τ, τ0)ψ̄τ0,Start = ˜̄ψτ 6= ψ̄τ,Start (3.4)

Die Gleichheit muss aber gelten um eine stetige Lösung zu erhalten. Diese Forderung
nach Gleichheit führt auf eine Nullstellensuche, die mit einem Newtonverfahren durch-
geführt wird.

ψ̃τ −ψτ
!

= 0 (3.5)

˜̄ψτ − ψ̄τ
!

= 0 (3.6)

Im folgenden werden die einzelnen Schritte näher erläutert.
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3.1 Split-Operator-Methode

Ausgehend von einem Zustand |ψ, τ〉 zu einem Zeitpunkt τ kann man mit dem Zeitent-
wicklungsoperator Û(τ1, τ) den Zustand |ψ, τ1〉 zu einem späteren Zeitpunkt τ1 erhalten.
Mit τ1 − τ = ∆τ gilt:

|ψ, τ1〉 = Û(τ1, τ)|ψ, τ〉

= e(−Ĥ+µ)∆τ |ψ, τ〉

= e(−T̂−V̂+µ)∆τ |ψ, τ〉 (3.7)

Da T̂ und V̂ nicht vertauschen gilt:

e−(T̂+V̂ )∆τ 6= e−T̂∆τe−V̂∆τ

Eine solche Faktorisierung des Operators bietet sich allerdings an, da sich die Anwen-
dung des Operators dann auf Multiplikationen mit, im Allgemeinen, komplexen Zahlen
reduziert. Für kleine Zeitabstände ∆τ lässt sich der Zeitentwicklungsoperator mit Hilfe
der Baker-Hausdorff-Formel in solche Faktoren zerlegen. Es gilt dann näherungsweise:

e−(T̂+V̂ )∆τ ≈ e−
1
2
V̂∆τe−T̂∆τe−

1
2
V̂∆τ ,

wobei in dieser Näherung der Fehler von der Ordnung O(∆τ 3) ist. Bei der Anwendung
des faktorisierten Operators wird ausgenutzt, dass der Impulsoperator eine Eigenba-
sis im Impulsraum besitzt und sich dadurch die Wirkung des Anteils e−T̂∆τ leicht im
Impulsraum berechnen lässt. Die Anteile e−

1
2
V̂∆τ werden im Ortsraum berechnet. Um

nun e−
1
2
V̂∆τe−T̂∆τe(− 1

2
V̂+µ)∆τψτ und e

1
2
V̂∆τeT̂∆τe( 1

2
V̂−µ)∆τ ψ̄τ explizit auf dem Gitter zu

berechnen wird folgendes Schema verwendet:

1. Berechnung des Potentials V = V (ψτ , ψ̄τ , τ)

2. Multiplikation von ψτ mit e−
1
2
V∆τ und entsprechend ψ̄τ mit e

1
2
V∆τ

3. Fouriertransformation der Ergebnisse in den Impulsraum

4. Multiplikation mit e−k
2∆τ , bzw. ek

2∆τ

5. Rücktransformation der Ergebnisse in den Ortsraum

6. Berechnung von V , wobei die Ergebnisse aus Schritt 5 verwendet werden

7. Multiplikation mit e(− 1
2
V+µ)∆τ , bzw. e( 1

2
V−µ)∆τ
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3 Gitterrechnung

3.1.1 Berechnung der Wechselwirkungspotentiale

Der potentielle Anteil des Hamiltonians der GPE (2.1) lautet:

V (r) = 8πa |ψ(r, t)|2︸ ︷︷ ︸
Vsr

−2

∫
d3r′
|ψ(r′, t)|2

|r − r′|︸ ︷︷ ︸
Vlr

(3.8)

Da die Simulation auf einem Gitter durchgeführt wird, gibt es keine Funktionen, die ver-
wendet werden können, sondern nur die Sätze der Gitterpunkte ψτ , bzw. ψ̄τ . Ausdrücke
wie |ψ(r, t)|2 werden Gitterpunkt für Gitterpunkt berechnet, so dass auch das Potential
zu jedem Zeitpunkt τ nur als Satz V τ = (Vτ,1, . . . , Vτ,n−1) diskreter Werte vorliegt,

|ψ(r, t)|2 = ψτ ψ̄τ = (ψτ,1ψ̄τ,1, . . . , ψτ,nψ̄τ,n). (3.9)

Die einzelnen Schritte zur Berechnung und Diskretisierung des Potentials werde im fol-
genden erläutert.

Vsr kann ohne Probleme direkt zu jedem Zeitpunkt τ berechnet werden:

Vsr(r)→ Vsr,i = Vsr(i∆r)

= 8πaψτ,iψ̄τ,i i = 1, . . . , n (3.10)

Da es sich bei dem Term Vlr um ein Faltungsintegral handelt, kann zur Berechnung des
Integrals das Faltungstheorem verwendet werden, wonach für eine Faltung

f(r) ∗ g(r) =

∫
dr′f(r′)g(r − r′) (3.11)

gilt

F {f(r) ∗ g(r)} = F {f(r)}F {g(r)} , (3.12)

wobei F die Fouriertransformation bezeichnet. Es gilt also für das Integral Vlr∫
d3r′
|ψ(r′, t)|2

|r − r′|
= F−1

{
F{|ψ(r, t)|2}F

{
1

|r|

}}
. (3.13)

Berechnung von F
{

1
|r|

}
Da das Potential radialsymmetrisch ist, wird auch eine radial symmetrische Wellenfunk-
tion angenommen. Durch diese Annahme vereinfacht sich die Berechnung der Fourier-
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transformationen. Die Transformation F
{

1
|r|

}
wird analytisch berechnet:

F (k) = F
{

1

|r|

}
= F

{
1

r

}
=

∫
1

r
eikrd3r

= 2π

∞∫
0

π∫
0

r sin(ϑ)eikr cos(ϑ)dϑdr

u = cos(ϑ)→ = 2π

∞∫
0

1∫
−1

reikrududr

=
4π

k

∞∫
0

sin(kr)dr (3.14)

Das divergente Integral 3.14 lässt sich komplett berechnen, indem die Regularisierung
1
r
→ e−εr

r
verwendet wird. Durch die Regularisierung ergibt sich:

F (k) =
4π

k

∞∫
0

e−εr sin(kr)dr (3.15)

=
4π

k

1

k2 + ε2
[
e−εr(−ε sin(kr)− k cos(kr))

]∞
0

(3.16)

Für r →∞ verschwinden die Sinus und Kosinus Terme auf Grund der fallenden Expo-
nentialfunktion und man erhält im Limes ε→ 0

F (k) = lim
ε→0

4π

k

k

k2 + ε2

=
4π

k2
. (3.17)
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Berechnung von F{|ψ(r, t)|2}

Die Transformation von F{|ψ(r, t)|2} kann nicht analytisch für jedes auf dem Gitter
gegebene ψτ berechnet werden, sondern muss jeweils einzelnen berechnet werden.

F̃ (k) = F{|ψ(r, t)|2} =

∫
|ψ(r, t)|2 eikrd3r

= 2π

∞∫
0

π∫
0

|ψ(r, t)|2 eikr cos(ϑ)r2 sin(ϑ)dϑdr

=
4π

k

∞∫
0

r |ψ(r, t)|2 sin(kr)dr (3.18)

Rücktransformation F−1
{
F{|ψ(r, t)|2}F

{
1
|r|

}}
Mit den beiden Transformationen 3.17 und 3.18 ergibt sich für die Rücktransformation:

Vlr(r) = F−1

{
F{|ψ(r, t)|2}F

{
1

|r|

}}
= F−1

{
F̃ (k) · F (k)

}
=

1

8π3

∫
F (k)F̃ (k)eikrd3r

=
1

4π2

∞∫
0

π∫
0

F (k)F̃ (k)eikr cos(ϑ)k2 sin(ϑ)dϑdk

=
1

2π2r

∞∫
0

F (k)F̃ (k)k sin(kr)dk

=
2

πr

∞∫
0

4π

k2

 ∞∫
0

r |ψ(r, t)|2 sin(kr)dr

 sin(kr)dk (3.19)

Für die Auswertung der Integrale auf dem Gitter gehen diese in diskrete Summen über
und die kontinuierlichen Variablen k und r gehen ebenfalls in diskrete Werte über

r → j∆r

k → i∆k i, j = 1, . . . , n,

wobei zwischen dem Gitterabstand ∆r im Ortsraum und dem Gitterabstand ∆k im
Impulsraum die Bezeihung

∆k =
π

∆r · n
(3.20)
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gilt. Der Ausdruck 3.19 für das Potential Vlr(r) geht damit dann ebenfalls in diskrete
Werte über Vlr(r)→ Vlr,l = Vlr(l∆r), l = 1, . . . , n− 1.

Vlr,l =
2

πl∆r

n∑
i=1

4π

(i∆k)2

(
n∑
j=1

j∆r · ψτ,jψ̄τ,j sin(i∆k · j∆r)∆r

)
sin(i∆k · l∆r)∆k

3.20→ =
2

nl∆r

n∑
i=1

4π

(i∆k)2

(
n∑
j=1

j∆r · ψτ,jψ̄τ,j sin(ij
π

n
)

)
sin(il

π

n
)

=
1

l∆r


√

2

n

n−1∑
i=1

4π

(i∆k)2

(√
2

n

n−1∑
j=1

j∆r · ψτ,jψ̄τ,j sin(ij
π

n
)

)
︸ ︷︷ ︸

FFT 1

sin(il
π

n
)

︸ ︷︷ ︸
FFT 2

(3.21)

Im letzten Schritt gehen die Summen nur bis n − 1, da für i, j = n die Sinusterme
verschwinden, sin(iπ) = 0 und deshalb eine Summation bis n− 1 ausreichend ist, aller-
dings liegt dann auch das Potential nur bis zu einem Wert von r = (n − 1) · ∆r vor.
Dies hat zur Folge, dass für die weiteren Rechnungen zu jedem Zeitpunkt τ jeweils der
letzte Gitterpunkt ψτ,n, ψ̄τ,n nicht mehr betrachtet wird. Die Sinus-Fourierreihen FFT 1
und FFT 2 werden mit Hilfe einer FFT-Routine1 berechnet. Zusammenfassend wird das
Potential Vlr,l also berechnet, indem zunächst der Satz j∆r ·ψτ,jψ̄τ,j, j = 1, . . . , n−1 mit
der FFT Routine transformiert und anschließend mit 4π

(i∆k)2
, i = 1, . . . , n−1 multipliziert

wird. Das Ergebnis wird daraufhin rücktransformiert und noch durch l∆r geteilt. Die
verwendete FFT-Routine hat noch den Vorteil, dass sie mehrere Sequenzen auf einmal
transformieren kann, d.h. die Potentiale Vlr(r) können für alle Zeitpunkt τ auf einmal
berechnet werden. Das gesamte Potential V (r) = Vsr(r)− 2Vlr(r) zu einem Zeitpunkt τ
erhält man nun durch punktweise Addition:

V (r)→ Ṽi = Ṽ (i∆r)

= Vsr,i − 2Vlr,i i = 1, . . . , n (3.22)

Damit liegt das Potential diskret vor

Ṽ τ = (Ṽτ,1, . . . , Ṽτ,n−1). (3.23)

Der letzte Schritt in der Berechnung des Potentials ist die Berücksichtigung eines Offsets
c. Dieser Offset ist damit begründet, dass das eigentliche Potential

V (r) = 8πa |ψ(r, t)|2 − 2

∫
d3r′
|ψ(r′, t)|2

|r − r′|
1The NAG Fortran Library, Mark 21; Routine C06RAF
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3 Gitterrechnung

für r →∞ in ein −2
r
-Verlauf übergeht. Da das Potential aber nur bis zu einem radialen

Abstand r = (n − 1) ·∆r berechnet wird, muss der Offset hinzugefügt werden um den
asymptotischen Verlauf zu garantieren. Der Offset c ergibt sich dann zu

V ((n− 1) ·∆r) + c
!

= − 2

(n− 1) ·∆r
.

⇒ c = − 2

(n− 1) ·∆r
− V ((n− 1) ·∆r) (3.24)

Schließlich ergibt sich dann das Potential zu

V τ = (Vτ,1, . . . , Vτ,n−1) (3.25)

= (Ṽτ,1 + c, . . . , Ṽτ,n−1 + c) (3.26)

3.1.2 Anwendung von e−
1
2V∆τ , bzw. e

1
2V∆τ

Mit den berechneten Potentialen V τ kann nun für jeden Zeitpunkt τ , jeweils für ψτ und
ψ̄τ der erste Teil des entsprechenden Zeitentwicklungsoperators angewandt werden

e−
1
2
Vτ,i∆τψτ,i =: Ψτ,i (3.27)

e
1
2
Vτ,i∆τ ψ̄τ,i =: Ψ̄τ,i i = 1, . . . , n− 1, (3.28)

woraus sich zu jedem Zeitpunkt τ zwei neue Sätze ergeben

Ψτ = (Ψτ,1, . . . ,Ψτ,n−1) (3.29)

Ψ̄τ = (Ψ̄τ,1, . . . , Ψ̄τ,n−1) (3.30)

Auf Grund der Vorgehensweise bei der Berechnung des Potentials wird der Operator nur
bis zum Gitterpunkt i = n− 1 angewandt, da für i = n kein Potentialwert vorliegt.

3.1.3 Anwendung von e−T∆τ , bzw. eT∆τ

Um die kinetischen Teile

e−T∆τ = e∆r∆τ (3.31)

eT∆τ = e−∆r∆τ (3.32)

der Zeitentwicklungsoperatoren anzuwenden wird ausgenutzt, dass der Laplace-Operator
∆r eine Eigenbasis im Impulsraum hat und daher die explizite Berechnung der Ablei-
tungen umgangen werden kann, indem der kinetische Teil im Impulsraum berechnet
wird.

e∆r∆τψ(r)⇔ F−1
{

e−k
2∆τψ(k)

}
(3.33)

e−∆r∆τ ψ̄(r)⇔ F−1
{

ek
2∆τ ψ̄(k)

}
(3.34)
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3.1 Split-Operator-Methode

Zunächst werden also die Sätze Ψτ und Ψ̄τ aus dem vorherigen Schritt für alle τ mit
Hilfe der FFT-Routine in den Impulsraum transformiert

F {Ψτ,i} =

(√
2

n

n−1∑
j=1

j∆r ·Ψτ,j sin(ij
π

n
)

)
(3.35)

F
{

Ψ̄τ,i

}
=

(√
2

n

n−1∑
j=1

j∆r · Ψ̄τ,j sin(ij
π

n
)

)
, i = 1, . . . , n− 1 (3.36)

anschließend mit e−(i∆k)2∆τ , bzw. e(i∆k)2∆τ multipliziert, das Ergebnis in den Ortsraum
zurück transformiert und schließlich wieder durch l∆r geteilt:

φτ,l :=
1

l∆r


√

2

n

n−1∑
i=1

e−(i∆k)2∆τ

(√
2

n

n−1∑
j=1

j∆r ·Ψτ,j sin(ij
π

n
)

)
︸ ︷︷ ︸

FFT 1

sin(il
π

n
)

︸ ︷︷ ︸
FFT 2

(3.37)

φ̄τ,l :=
1

l∆r


√

2

n

n−1∑
i=1

e(i∆k)2∆τ

(√
2

n

n−1∑
j=1

j∆r · Ψ̄τ,j sin(ij
π

n
)

)
︸ ︷︷ ︸

FFT 1

sin(il
π

n
)

︸ ︷︷ ︸
FFT 2

(3.38)

Dadurch ergeben sich wieder für alle τ jeweils zwei Sätze von Gitterpunkten:

φτ = (φτ,1, . . . , φτ,n−1) (3.39)

φ̄τ = (φ̄τ,1, . . . , φ̄τ,n−1) (3.40)

Auf Grund der verwendeten Sinus-Fourierreihen werden wieder nur die Gitterpunkte bis
i = n− 1 berechnet, da für i = n die Sinusterme verschwinden.

3.1.4 Anwendung des letzten Terms

Die ersten beiden Terme der Zeitentwicklungsoperatoren e−
1
2
V∆τ , e

1
2
V∆τ und e−T̂∆τ , eT̂∆τ

wurden schon auf das Gitter angewandt, es verbleibt jeweils der letzte Term e(− 1
2
V+µ)∆τ ,

bzw. e( 1
2
V−µ)∆τ . Die Vorgehensweise ist analog zu der im Abschnitt 3.1.1 und 3.1.2:

Zuerst werden jeweils mit den Sätzen φτ und φ̄τ zu jedem Zeitpunkt τ die Potentiale V τ

berechnet und diese dann verwendet um den letzten Teil der Zeitentwicklungsoperatoren
anzuwenden

ψτ+1,i = e(− 1
2
Vτ,i+µ)∆τφτ,i (3.41)

ψ̄τ+1,i = e( 1
2
Vτ,i−µ)∆τ φ̄τ,i, i = 1, . . . , n− 1. (3.42)
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3 Gitterrechnung

3.2 Anschlussbedingungen

Die Startwellenfunktionen, die zur Initialisierung des Gitters benötigt werden, sind die
Lösungen eines TDVP, das als Ansatz eine Superposition von 3 Gaußfunktionen ver-
wendet [14]. Da dieses aber nur ein Näherungsverfahren zur Lösung der GPE ist, sind
auch die daraus resultierenden Wellenfunktionen nicht die exakten Lösungen. Die An-
wendung des Zeitenwicklungsoperator Û(τ, τ0) auf eine Wellenfunktion zum Zeitpunkt τ0

liefert daher im Allgemeinen nicht die selbe Wellenfunktion, wie die aus der analytischen
Rechnung stammende (siehe Abb.3.2).

Û(τ, τ0)ψτ0,Start = ψ̃τ 6= ψτ,Start (3.43)

Um eine stetige Lösung zu erhalten muss aber die Gleichheit gelten:

Û(τ, τ0)ψτ0 −ψτ
!

= 0 (3.44)

Da das Potential V = V (ψτ0 , ψ̄τ0) von den Wellenfunktionen ψτ0 , ψ̄τ0 zum Zeitpunkt

e
e
e
e
e
e

u
u
u
u
u
u
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e
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u
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u
u
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e
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e
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e
e
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ψ2,5
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ψ2,3

ψ2,2
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ψ̃3,6
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ψ̃3,4

ψ̃3,3
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ψ̃3,2
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ψ4,3

ψ4,2

ψ4,1

Abbildung 3.2: Die Anwendung von Zeitentwicklungsoperatoren auf Startwellenfunktio-
nen (leere Kreise) liefert Werte (ausgefüllte Kreise), die nicht mit den
Startwerten am darauf folgenden Zeitpunkt übereinstimmen. Für je-
den Zeitpunkt wird der entsprechende Operator berechnet und einmal
angewandt.

τ0 abhängt, kann man Gleichung (3.44) als eine Funktion auffassen, deren Nullstelle
gesucht ist:

f̃(ψτ0 , ψ̄τ0) = e−(T+V (ψτ0 ,ψ̄τ0 ))∆τψτ0 −ψτ (3.45)
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3.2 Anschlussbedingungen

Wendet man zu jedem Zeitpunkt den entsprechenden Zeitentwicklungsoperator auf die
Wellenfunktionen an, so ergibt sich eine mehrdimensionale Funktion f̃ , deren einzelne
Komponenten f̃i allerdings nicht von allen Gitterpunkten abhängen, sondern nur von den
Gitterpunkten, die zum entsprechenden Zeitpunkt gehören. Die jeweiligen Operatoren
werden nur einmal auf die dazugehörigen Wellenfunktionen angewandt. Die periodischen
Randbedingungen (2.112,2.113) liefern noch zwei Bedingungen an das System, die erfüllt
werden müssen:

ψ1 = ψ̄1 (3.46)

ψm = ψ̄m (3.47)

Mit der Bedingung (3.47) kann das System noch vereinfacht werden. Einerseits gelten
die Forderungen

Ûm−1ψm−1 = ψm und ˆ̄Um−1ψ̄m−1 = ψ̄m (3.48)

andererseits gilt aber auch Bedingung (3.47). Beide Bedingungen können also zu einer
zusammen gefasst werden:

Ûm−1ψm−1 = ˆ̄Um−1ψ̄m−1 (3.49)

Weiterhin wird noch berücksichtigt, dass auf Grund der verwendeten FFT-Routine für
die letzten Punkte ψτ,n und ψ̄τ,n zu jedem Zeitpunkt τ gilt, dass

ψτ,n = 0 (3.50)

ψ̄τ,n = 0. (3.51)
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3 Gitterrechnung

Dies hat zur Folge, dass jeder Satz an Gitterpunkten ψτ , ψ̄τ nur noch aus jeweils n− 1
Werten besteht. Damit ergibt sich f̃ zu:

f̃1(ψ1) = Û1(ψ1)ψ1,1 − ψ2,1

f̃2(ψ1) = Û1(ψ1)ψ1,2 − ψ2,2

...

f̃n−1(ψ1) = Û1(ψ1)ψ1,n−1 − ψ2,n−1

f̃n(ψ1) = ˆ̄U1(ψ1)ψ1,1 − ψ̄2,1

...

f̃2(n−1)(ψ1) = ˆ̄U1(ψ1)ψ1,n−1 − ψ̄2,n−1

f̃2(n−1)+1(ψ2, ψ̄2) = Û2(ψ2, ψ̄2)ψ2,1 − ψ3,1

...

f̃2(n−1)·(m−2)(ψm−2, ψ̄m−2) = ˆ̄Um−2(ψm−2, ψ̄m−2)ψ̄m−2,n−1 − ψ̄m−1,n−1

f̃2(n−1)·(m−2)+1(ψm−1, ψ̄m−1) = Ûm−1(ψm−1, ψ̄m−1)ψm−1,1

− ˆ̄Um−1(ψm−1, ψ̄m−1)ψ̄m−1,1

...

f̃2(n−1)·(m−2)+n−1(ψm−1, ψ̄m−1) = Ûm−1(ψm−1, ψ̄m−1)ψm−1,n−1

− ˆ̄Um−1(ψm−1, ψ̄m−1)ψ̄m−1,n−1

Die Funktion f̃ ist noch nicht exakt die Funktion, deren Nullstelle gesucht ist, da bisher
die Norm- und Energieerhaltung, sowie der exakte Wert von ∆τ und µ noch nicht in die
Diskussion eingegangen sind.

3.2.1 Reduktion der Variablenanzahl

Da bei der Anwendung des Zeitentwicklungsoperators ψ(τ, n) auf Grund der verwendeten
FFT-Routine die letzten Gitterpunkt ψτ,n und ψ̄τ,n immer Der Zeitentwicklungsoperator
erhält die Norm und Energie. Geht man von einer normierten Wellenfunktion bei einer
gegebenen Meanfieldenergie Emf,Soll aus und propagiert um einen Zeitschritt, so ist auch
die propagierte Wellenfunktion normiert bei gleicher Energie. Wenn alle Anschlussbedin-
gungen erfüllt sind und die Wellenfunktion am ersten Zeitpunkt normiert ist, so bleibt
die Meanfieldenergie während des Bounce erhalten und zu jedem Zeitpunkt liegt eine
normierte Wellenfunktion vor. Um sicher zu stellen, dass Norm und Meanfieldenergie
erhalten bleiben wird das System um zwei Variablen reduziert, ψ1,1 und ψ1,2. In das
Newtonverfahren gehen diese beiden Variablen nicht mehr ein, sondern nur der redu-
zierte Satz ψ̃1 mit n− 3 Variablen, der durch die Normierung von ψ1 auf ψ1,1 gegeben
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3.2 Anschlussbedingungen

ist,

ψ̃1,i =
ψ1,i+2

ψ1,1

, i = 1, . . . , n− 3. (3.52)

Um wieder auf den vollen Satz ψ1 mit n − 1 Variablen zu gelangen, den man intern
während eines Newtonschritts für die Berechnung und Anwendung des Operators Û1(ψ1)
benötigt, muss man ψ1,1, ψ1,2 unter der Bedingung der Normierung von ψ1 auf 1 und

einer vorgegebenen Meanfieldenergie aus ψ̃1 wieder zurück gewinnen. Über die Normie-
rung wird ψ1,1 bestimmt und ψ1,2 dient dazu, die vorgegebene Meanfieldenergie Emf,Soll

zu erreichen. Um auf den vollen Satz ψ1 zu kommen wird zunächst ein φ der Dimension
n− 1 mit

φ := (φ1, φ2, ψ̃1, . . . , ψ̃n−3) (3.53)

angesetzt, aus dem sich das gesuchte ψ1 ergibt. Folgendes Schema wird verwendet:

1. Auf Grund der Normierung von ψ̃1 auf ψ1,1 gilt immer: φ1 = 1

2. φ wird in Abhängigkeit von φ2 auf 1 normiert:

N(φ2) = 〈φ(φ2)|φ(φ2)〉 !
= 1 (3.54)

⇒ 1√
N(φ2)

φ(φ2) = φ̃(φ2) (3.55)

φ̃(φ2) ist also auf 1 normiert.

3. Berechnung der Meanfieldenergie nach Gleichung (2.111) in Abhängigkeit von φ2:

Emf = Emf(φ2)

= −〈φ̃(φ2)|∆r|φ̃(φ2)〉+
1

2
〈φ̃(φ2)|Vc + Vlr|φ̃(φ2)〉 (3.56)

4. Lösen der Gleichung Emf,Soll − Emf(φ2) = 0 mittels einer eindimensionalen Null-
stellensuche ⇒ Nullstelle bei φ2,0

5. Einsetzen von φ2,0 in φ(φ2): φ2 = φ2,0

6. Normieren von φ(φ2,0) auf 1 ⇒ 1√
N(φ2,0)

φ(φ2,0) = ψ1

Damit hat man nun wieder den vollen, normierten Satz an Gitterpunkten ψ1 bei der
vorgegebenen Meanfieldenergie Emf,Soll. Für das Newtonverfahren ergibt sich also der
Vektor x der Dimension 2(n− 1)(m− 2) + n− 1 zu:

x = (ψ̃1,1, . . . , ψ̃1,n−3, ψ2,1 . . . , ψ2,n−1, ψ̄2,1, . . . , ψ̄2,n−1, ψ3,1, . . . , ψ̄m−1,n−1) (3.57)
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3 Gitterrechnung

Wie im Kapitel 3.2 schon erwähnt, ist die dort aufgestellte Funktion f̃ noch nicht exakt
die, deren Nullstelle berechnet wird. Die erste von zwei Modifizierung ergibt sich durch
die eben diskutierte Reduktion von ψ1 auf ψ̃1. Die zweite Modifizierung ergibt sich nun
noch aus der Reduktion der Dimension von f̃ . Da sich die Dimension von x im Vergleich
zu Kapitel 3.2 um zwei verringert hat, muss auch f̃ um zwei Dimensionen verringert
werden, da das Newtonverfahren sonst nicht anwendbar ist. Es werden allerdings nicht
die beiden zu ψ1,1 und ψ1,2 gehörigen Gleichungen

f̃1(ψ1) = Û1(ψ1)ψ1,1 − ψ2,1 (3.58)

f̃2(ψ1) = Û1(ψ1)ψ1,2 − ψ2,2 (3.59)

gestrichen. Werden diese Gleichungen gestrichen, so werden die Anschlussbedingungen
für ψ1,1 und ψ1,2 bei Konvergenz des Verfahrens nicht zwangsläufig erfüllt. Dies hat zur
Folge, dass zwar die Wellenfunktion ψ1 bei der vorgegebenen Energie Emf,Soll liegt und
normiert ist, aber alle folgenden Wellenfunktionen zu späteren Zeitpunkten bei einer
anderen Energie liegen und nicht normiert sind, da nur ein Teil der Wellenfunktion ψ1

durch den Zeitentwicklungsoperator propagiert wird. Daher werden zur Reduktion von
f̃ die ersten beiden Gleichungen zum Zeitpunkt m− 1 gestrichen:

f̃2(n−1)·(m−2)+1(ψm−1, ψ̄m−1) = Ûm−1(ψm−1, ψ̄m−1)ψm−1,1

− ˆ̄Um−1(ψm−1, ψ̄m−1)ψ̄m−1,1 (3.60)

f̃2(n−1)·(m−2)+2(ψm−1, ψ̄m−1) = Ûm−1(ψm−1, ψ̄m−1)ψm−1,2

− ˆ̄Um−1(ψm−1, ψ̄m−1)ψ̄m−1,2 (3.61)

Die daraus entstehende Funktion f hat dann die passende Dimension 2(n− 1)(m− 2) +
n− 3.
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3.3 Lineare Extrapolation

Die beschriebene Methode ist unabhängig davon, bei welcher Meanfieldenergie sie durch-
geführt wird. Das Verfahren funktioniert auch bei Energien zwischen der Energie der
eigentlichen Bounce-Trajektorie und der Energie beim instabilen Fixpunkt qFix. Da für
die Energie der eigentlichen Bounce-Trajektorie keine Startwerte zur Verfügung stehen,
sondern nur Startwerte in der Nähe des Fixpunkts vorhanden sind wird mit diesen Wer-
ten gestartet und anschließend eine lineare Extrapolation basierend auf den Daten von
zwei gefundenen periodischen Bahnen durchgeführt um Startwerte für eine neue Bahn
zu erhalten, die näher bei der eigentlichen Energie der Bounce-Trajektorie liegt (sie-
he Abbildung 3.3). Da die Periodendauer der periodischen Bahnen gegen Unendlich

−Emf

qFix

B1

B2

B3

B4

B5

B6

−V (q)

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung des Potentials V(q) zur Veranschaulichung
der Vorgehensweise. Bi bezeichnen die periodischen Bahnen bei Ener-
gien zwischen dem instabilen Fixpunkt qFix und Energie der Bounce-
Trajektorie. Von B1 und B2 ausgehend werden Startwerte für B3 durch
eine lineare Extrapolation generiert. Ist die Bahn B3 gefunden, werden
mit B2 und B3 die Startwerte für B4 erzeugt, usw.

strebt, wenn man sich der eigentlichen Bounce-Trajektorie annähert, kann diese nicht
exakt gefunden werden. Eine Rest-Energiedifferenz bleibt demnach immer vorhanden.
Die lineare Extrapolation wird Gitterpunkt für Gitterpunkt berechnet. Für zwei gleiche
Gitterpunkte ψE1

τ,j und ψE2
τ,j , bzw. ψ̄E1

τ,j und ψ̄E2
τ,j bei verschiedenen Energien E1 und E2

ergibt sich für die Extrapolation zu einem neuen Gitterpunkt ψEτ,j, bzw. ψ̄Eτ,j bei einer
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3 Gitterrechnung

Energie E:

ψEτ,j =
ψE2
τ,j − ψ

E1
τ,j

E2 − E1

(E − E2) + ψE1
τ,j

=
∆ψτ,j
∆E

(E − E2) + ψE1
τ,j (3.62)

ψ̄Eτ,j =
∆ψ̄τ,j
∆E

(E − E2) + ψ̄E1
τ,j (3.63)

Bei der Extrapolation darf die gewählte, neue Energie nicht zu weit von der vorherigen
entfernt sein, da die Startwerte sonst zu stark von der Nullstelle entfernt sind und das
Newtonverfahren nicht konvergiert. Analog werden auch die Startwerte für ∆τ und µ
berechnet:

µE =
µE2 − µE1

E2 − E1

(E − E2) + µE1

=
∆µ

∆E
(E − E2) + µE1 (3.64)

∆τE =
∆τE2 −∆τE1

E2 − E1

(E − E2) + ∆τE1 (3.65)
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3.4 Newtonverfahren

Das mehrdimensionale Newtonverfahren zur Nullstellensuche einer Funktion f(x) star-
tet von einem Punkt xn in der Nähe der gesuchten Nullstelle. Um von xn ausgehend
zum nächsten Punkt xn+1 zu gelangen gilt:

xn+1 = xn − J(xn)−1f(xn) (3.66)

Hierbei ist J(xn)−1 die Inverse der Jacobimatrix. Die Jacobimatrix ist definiert als J ij =
∂fi
∂xj

. Mit der Definition

∆xn := −J(xn)−1f(xn) (3.67)

und anschließender Umformung

J(xn)∆xn = −f(xn) (3.68)

lässt sich das ∆xn als Lösung eines linearen Gleichungssystems bestimmen. Für den
nächsten Punkt xn+1 ergibt sich dann:

xn+1 = xn + ∆xn (3.69)

Wenn das Newtonverfahren konvergiert, so liegt jedes weitere xn+1 näher an der Null-
stelle, als das vorherige xn.

3.4.1 Jacobimatrix

Die Jacobimatrix Jf kann in Abhängigkeit von n und m sehr groß werden, was dazu
führt, dass sie nicht komplett abgespeichert werden kann. Für n = 100 und m = 100
ergibt sich beispielsweise eine Matrix mit

[2(n− 1)(m− 2) + n− 3] · [2(n− 1)(m− 2) + n− 3] ≈ 3,8 · 108 (3.70)

Einträgen. Auf Grund der Struktur von f ergibt sich allerdings eine Matrix mit Band-
struktur, deren Einträge größtenteils 0 sind, da zur Konstruktion von f nur nächste
Nachbarn betrachtet werden. Die daraus entstehende Jacobimatrix ist in Abbildung 3.4
schematisch dargestellt

Die entstehende Bandstruktur wird nun ausgenutzt, indem nur die Hauptdiagonale,
sowie die oberen und unteren Nebendiagonalen abgespeichert werden. Die Anzahl ku der
oberen Nebendiagonalen beträgt ku = n− 3, die Anzahl kl der unteren kl = 3n− 2. Mit
α = 2(n − 1)(m − 2) + n − 3 der Anzahl der Elemente auf der Hauptdiagonale ergibt
sich mit den oben angenommenen beispielhaften Werten für n und m die Anzahl M der
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Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der Jacobimatrix Jf .

abzuspeichernden Matrixelemente zu:

M = α +
ku∑
i=1

(α− i) +

kl∑
i=1

(α− i)

= α(ku + kl + 1)− k2
u + ku + k2

l + kl
2

≈ 7,7 · 106 (3.71)

Ist die Matrix an der Stelle xn aufgestellt, wird das lineare Gleichungssystem (3.68)
mittels einer LU-Zerlegung2 der Matrix gelöst werden. Die Lösung ∆xn führt dann
nach (3.69) auf die nächste Stelle xn+1. Mit den neuen Werten xn+1 wird der nächste
Newtonschritt gestartet, wobei keine neue Reduktion durchgeführt werden muss, da das
Verfahren mit dem reduzierten Satz ψ̃1 arbeitet. Der Vorgang wird iterativ fortgesetz,
bis das Verfahren konvergiert und damit die Lösung des Gleichungssystems f(x) = 0
gefunden ist.

2The NAG Fortran Library, Mark 21; Routine F07BDF
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3.4 Newtonverfahren

3.4.2 Übergeordnetes Newtonverfahren

Bis einschließlich zum Zeitpunkt m−1 sind mit f alle Anschlussbedingungen abgedeckt,
nur die Randbedingung Ûm−1ψm−1 = Ûm−1ψ̄m wird für die ersten beiden Gitterpunkte
nicht erfüllt. Da aber auch diese für eine korrekte, stetige Lösung erfüllt werden müssen,
werden zwei weitere Parameter benötigt. Diese Parameter sind gerade das noch nicht
betrachtete ∆τ und µ, welche als Näherungswerte ebenfalls aus den analytischen Rech-
nungen stammen. Für die exakte Lösung müssen auch ∆τ und µ noch angepasst werden.
Sowohl die Erfüllung der beiden Randbedingungen, als auch die Bestimmung der exakten
Werte von ∆τ und µ wird mit Hilfe eines, dem eigentlichen zur Lösung von f = 0 ver-
wendeten Newtonverfahrens NVf übergeordnetem Newtonverfahren NVg erreicht. Die
Funktion g(∆τ, µ), deren Nullstelle mit dem übergeordneten Verfahren gesucht wird,
ergibt sich zu:

g1(∆τ, µ) = Ûm−1(ψm−1, ψ̄m−1,∆τ, µ)ψm−1,1

− ˆ̄Um−1(ψm−1, ψ̄m−1,∆τ, µ)ψ̄m−1,1 (3.72)

g2(∆τ, µ) = Ûm−1(ψm−1, ψ̄m−1,∆τ, µ)ψm−1,2

− ˆ̄Um−1(ψm−1, ψ̄m−1,∆τ, µ)ψ̄m−1,2 (3.73)

Die Jacobimatrix hat die Form:

Jg =

(
∂g1
∂∆τ

∂g1
∂µ

∂g2
∂∆τ

∂g2
∂µ

)

Betrachtet man NVf , so gehen in dieses Verfahren ψm−1,1, ψ̄m−1,1, ψm−1,2 und ψ̄m−1,1

als Variablen ein. Um also g überhaupt aufstellen zu können muss zuerst NVf durch-
geführt werden. Zum Aufstellen der Jacobimatrix Jg muss für jeden Eintrag ebenfalls
das Verfahren NVf gelöst werden.
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4 Diskussion der Simulation

Die Konvergenz des Verfahrens ist sehr stark davon abhängig, wie gut die Startwerte,
sowohl für die einzelnen Gitterpunkte, als auch für die Parameter µ, τ sind. Sind diese
zu weit von den eigentlichen Werten entfernt, konvergiert das Verfahren nicht. Mit den
zur Verfügung stehenden Startwerten konnte leider keine vollständige Bounce-Bahn be-
rechnet werden. Alle Daten, wurden für eine Streulänge von a = −0,9 berechnet. Aus
Startwerten für eine periodische Bahn bei einer Energie von Emf ≈ −0,10377 konnte
mit dem beschriebenen Verfahren eine Lösung bestimmt werden. Ausgehend von dieser
Lösung und einer stationären Wellenfunktion am instabilen Fixpunkt bei einer Energie
von Emf,stat ≈ −0,10358 wurden mit Hilfe der linearen Extrapolation Startwerte für
eine weitere Bahn generiert, für die das Verfahren ebenfalls konvergierte. Weitere Bah-
nen konnten allerdings nicht gefunden werden. Im Folgenden werden kritische Punkte
diskutiert, die dazu beitragen, dass keine weitere Lösung gefunden werden konnte.

4.1 Maximaler radialer Abstand

Da zur Berechnung des langreichweitigen Potentials und des Zeitentwicklungsoperators
Fouriertransformationen benötigt werden, muss darauf geachtet werden, den maximalen
radialen Abstand rmax groß genug zu wählen, da sonst der Gitterabstand im Fourierraum
∆k zu groß ist, um die Wellenfunktion im interessanten Bereich, in dem sie noch nicht
auf 0 abgefallen ist gut darzustellen. Der Zusammenhang zwischen rmax und ∆k lautet

∆k =
π

rmax

.

Für einen konstanten Wert an Gitterpunkten n = 64 zeigt Abbildung 4.1 diesen Zusam-
menhang. Alle weiteren Rechnungen wurden mit rmax = 20 durchgeführt, da bei diesem
Wert sowohl im Orts- als auch im Fourierraum die Wellenfunktionen mit ungefähr gleich
vielen Gitterpunkten im interessanten Bereich dargestellt werden.
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Abbildung 4.1: Zusammenhang zwischen ∆k und dem maximalen radialen Abstand
rmax. Mit abnehmendem maximalen Abstand wird ∆k größer und die
Wellenfunktion wird im Fourierraum weniger genau dargestellt.
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4.2 Anzahl der Gitterpunkte

4.2 Anzahl der Gitterpunkte

Für die Fouriertransformationen wird eine FFT-Routine verwendet, welche als Vorgabe
hat, dass die Anzahl der Gitterpunkte eine Potenz von 2 ist, da dann die Routine am
effektivsten und schnellsten arbeitet. Dies schränkt die Anzahl der Gitterpunkte von
vorne herein ein. Die Anzahl der Gitterpunkte sollte möglichst hoch sein, um bei der
Diskretisierung der Wellenfunktionen so wenig wie möglich Informationen über selbige
zu verlieren und dadurch die Simulation so genau wie möglich zu gestalten. Eine hohe
Anzahl an Gitterpunkten resultiert in ein großes Gleichungssystem, welches mit stei-
gender Anzahl an Gleichungen schwieriger zu lösen ist. Zusätzlich zur Komplexität des
Gleichungssystems tritt noch ein numerische Problem bei der Berechnung der Exponen-
tialfunktionen während der Operatoranwendung auf. Wie in Kapitel 3.1 beschrieben,
wird im 4. Schritt der Operatoranwendung die Wellenfunktion ψ̄τ im Impulsraum zu
einem Zeitpunkt τ mit einem Faktor α = ek

2
i∆τ , ki = i · ∆k multipliziert. Je höher

die Anzahl n der Gitterpunkte gewählt wird, desto größere Werte nimmt also auch der
Faktor α an. Von einer Gittergröße n = 256 und

∆τ ≈ 0,02528,

rmax = 20

⇒ ∆k ≈ 0,157

⇒ kmax ≈ 40

ausgehend ergibt sich das Problem, dass für k → kmax die Wellenfunktion ψ̄τ Werte in
der Größenordnung 10−18 (Abbildung 4.2 a.) ) und der Faktor α in diesem Bereich Werte
der Größenordnung 1017 annimmt (Abbildung 4.2 b.) ). Bei der Anwendung ek

2
i∆τ ψ̄τ

führt dies dann dazu, dass für k → kmax die Wellenfunktion ψ̄τ wieder exponentiell
ansteigt (Abbildung 4.2 d.)), was aber nicht gewünscht ist und im weiteren Verlauf
des Verfahrens, insbesondere bei der Rücktransformation in den Ortsraum, zu Fehlern
führt. Im Vergleich dazu zeigt Abbildung 4.3 die Wellenfunktion α · ψ̄τ im Impulsraum
auf einem Gitter mit n = 64 Gitterpunkten und ansonsten gleichen Werten für ∆τ , rmax

und ∆k (kmax ≈ 10). Der exponentielle Anstieg für k → kmax ist hier nicht vorhanden
und die Wellenfunktion geht wie gewünscht gegen 0.
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Abbildung 4.2: a.) ψ̄τ im Impulsraum bei einer Gittergröße von n = 256 dargestellt für
k → kmax vor der Anwendung von ek

2
i∆τ . b.) Der Faktor α = ek

2
i∆τ , ki =

i · ∆k mit ∆τ ≈ 0,02528 und ∆k ≈ 0,157. c.) α · ψ̄τ für kleine k im
Vergleich zu d.) für große k, wobei der exponentielle Anstieg hier deutlich
zu erkennen ist.
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Abbildung 4.3: α · ψ̄τ auf einem Gitter mit n = 64 Gitterpunkten, ∆τ ≈ 0,02528,
kmax ≈ 10

4.3 Der Wert von ∆τ - Meanfieldenergie

Bei der Zerlegung des Zeitentwicklungsoperators nach der Baker-Hausdorff-Formel wird
ein Fehler der Größenordnung O(∆τ 3) gemacht. Dieser Fehler fließt in die Erhaltung der
Meanfieldenergie während eines Bounces ein. Je kleiner ∆τ gewählt wird desto kleiner ist
die Abweichung der Meanfieldenergie zwischen den einzelnen Zeitpunkten, Abbildung 4.4
verdeutlicht dies. Beide dargestellten Energieverläufe ergeben sich aus Rechnungen, mit
jeweils den gleichen Startwerten. Der Unterschied besteht allerdings darin, dass eine un-
terschiedliche Anzahl an Zeitpunkten zur Diskretisierung verwendet werden, woraus sich
dann auch jeweils unterschiedliche Werte für ∆τ ergeben. Zur Berechnung der grünen
Kurve wurden 101 Zeitpunkte verwendet, was zu einem ∆τ ≈ 0,03787 führte, die roten
Kurve mit 151 Zeitpunkten ergab ein ∆τ ≈ 0,02523. Beide Kurven wurden für eine
vorgegebene Meanfieldenergie von Emf ≈ −0,10377 gerechnet. Die rosa Kurve gehört zu
der zweiten gefundenen Bahn, welche eine Meanfieldenergie von Emf = −0,10388 hatte.
Es ist deutlich zu erkennen, dass eine Erhöhung der Anzahl der Zeitpunkte zu einer
wesentlich konstanteren Energie führt. Bei der Kurve, die mit 101 Zeitpunkten gerech-
net wurde, ergibt sich in der Energie eine maximale prozentuale Abweichung relativ zu
der Energie beim ersten Zeitpunkt von ≈ 0,057%, bei der Kurve mit 151 Zeitpunkten
eine Abweichung von ≈ 0,013%. Ein wichtiger Punkt bei dieser Betrachtung ist, dass
die Rechnungen nur die halbe Periode umfassen und daher die Energie nach einer vol-
len Periode aufgrund der Symmetrie ψ(τ) = ψ̄(−τ) wieder den gleichen Wert annimmt
wie zum ersten Zeitpunkt. Da die Anzahl der Zeitpunkte zwar beliebig gewählt werden
kann, aber dann konstant ist, so führt dies im Laufe der Rechnungen dazu, dass ∆τ mit
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Abbildung 4.4: Zusammenhang zwischen der Erhaltung der Meanfieldenergie und der
Anzahl der Zeitschritte, bzw. dem Wert von ∆τ . Dargestellt ist die halbe
Periodendauer. Die grüne Kurve wurde auf einem Gitter mit 101 Gitter-
punkten und ∆τ ≈ 3.78708 · 10−2 gerechnet, die rote Kurve auf einem
Gitter mit 151 Punkten und ∆τ ≈ 2.52336 · 10−2. Die rosa Kurve wurd
auf einem Gitter mit 151 Punkten und ∆τ ≈ 5.053952 · 10−2gerechnet.
Zum Vergleich ist die Energie am instabilen Fixpunkt E ≈ −0,10358
(blau) eingetragen.

abnehmender Energie immer größer wird und damit die Split-Operator Näherung immer
schlechter wird.

4.3.1 1D-Nullstellensuche

Ein weiterer kritischer Punkt ist die Nullstellensuche zur Rückgewinnung des vollen
Satzes an Gitterpunkten, welche dazu dient ψ1,2 zu bestimmen. Das Problem hierbei ist,
dass nicht immer eine Nullstelle gefunden wird und deshalb der Wert verwendet wurde,
der der Nullstelle am nächsten liegt. Dies führt dazu, dass nicht exakt die Energie am
ersten Zeitpunkt vorliegt, die eigentlich vorgegeben wurde.
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4.4 Potentialberechnung

4.4 Potentialberechnung

Die Berechnung des Potentials (vgl. Abschnitt 3.1.1) ist ein unkritischer Schritt des Ver-
fahrens. Das Potential zu einem beliebigen Zeitpunkt τ ergibt sich wie in Abbildung
4.5 dargestellt. Zu unterschiedlichen Zeitpunkten unterscheidet sich der Verlauf des Po-
tential qualitativ nicht, nur die Tiefe des ”Topfes” verändert sich im Laufe der Zeit.

-7
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-3

-2

-1

 0

 0  1  2  3  4  5r

V (r)

Abbildung 4.5: Das Potential (rote Punkte) zu einem beliebigen Zeitpunkt τ und ein −2
r

Potential (grün). Zur deutlicheren Darstellung wurde das Potential auf
einem Gitter mit n = 512 Punkten berechnet.

4.5 Gefundene periodische Bahnen

Wie in Abschnitt 3.3 beschrieben können Startwerte für eine periodische Bahn, die bei
einer etwas niedrigeren Energie liegt durch eine lineare Extrapolation erhalten werden,
wozu allerdings zwei Bahnen zur Verfügung stehen müssen. Die erste dafür benötigte
Bahn ist die stationäre Lösung am Fixpunkt, die zweite Bahn ergibt sich aus einer
Rechnung mit Startwerten, die aus einem TDVP erhalten werden, die Meanfieldenergie
Emf,1 = −0,10377 liegt hierbei nur etwas unterhalb der stationären Lösung Emf,fix =
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4 Diskussion der Simulation

−0.10358. Gerechnet wurde mit einer Streulänge von a = −0,9 , bei welcher die Mean-
fieldenergie der Bounce-Bahn bei Emf,b = −0,13393 liegt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
für diese Bahn ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Betrachtet man Abbildung 4.6 b.), so ist
gut zu erkennen, dass die Amplitude der Dichte immer größer wird, während man sich
dem Umkehrpunkt nähert. Am Umkehrpunkt ist das Maximum erreicht und die Ampli-
tude nimmt beim Rücklauf wieder ab. Da die Norm erhalten ist, nimmt mit zunehmender
Amplitude die Breite ab, was allerdings aufgrund der relativ kleinen Änderungen nicht
sehr gut sichtbar ist. Man hat also während einer periodischen Bahn eine Dichte vorlie-
gen, die zu Beginn weniger scharf lokalisiert ist, beim Umkehrpunkt stärker lokalisiert
ist und anschließend wieder weniger scharf lokalisiert ist. Mit der obigen Bahn, bzw. den
dazugehörigen Wellenfunktionen und der stationären Lösung wurde eine lineare Extra-
polation durchgeführt um die Startwerte für die nächste Bahn zu finden. Diese Startwerte
waren gut genug um das Verfahren zur Konvergenz zu bringen. Die Energie der gefunde-
nen Bahn lag dabei bei Emf,2 = −0,10388. Das Verhalten der Wahrscheinlichkeitsdichte
ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Auch hier zeichnet sich der qualitativ gleiche Verlauf
wie bei der vorigen Bahn ab.
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Abbildung 4.6: Der zeitliche Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte bei einer Meanfield-
energie Emf = −0,10377 und einer Streulänge a = −0,9, das Gitter be-
steht aus n = 64 Raumpunkten und m = 151 Zeitpunkten. a.) Die Dichte
in Abhängigkeit von r zu verschiedenen Zeiten, startend bei τ = −3,785
bis zum Umkehrpunkt bei τ = 0 b.) Der erste Gitterpunkt der Dichte
ψ̄τ,1ψτ,1 wird heraus gegriffen und der zeitliche Verlauf dieses Punktes
wird für die gesamte Periode dargestellt. Der Umkehrpunkt liegt bei
τ = 0
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde ein Verfahren vorgestellt, mit dessen Hilfe auf Raum-Zeit-Gittern das Verhal-
ten der Wellenfunktionen während eines Bounce simuliert werden kann, indem man bei
dem energetisch niedrigeren Fixpunkt startet und schrittweise in Richtung der Ener-
gie der Bounce-Bahn geht. Mit Hilfe dieses Verfahrens konnten für eine Streulänge von
a = −0,9 ausgehend von der stationären Lösung am Fixpunkt periodische Bahnen ge-
funden werden. Die Bahn, die den geringsten energetischen Abstand zu der Energie der
Bounce-Bahn hat lag bei einer Energie von Emf,2 = −0,10388, welche noch relativ weit
von der eigentlichen Energie der Bounce-Bahn entfernt ist. Mit den zwei gefundenen
Bahnen konnten keine weiteren Startwerte produziert werden, die gut genug für eine
Konvergenz des Verfahrens sind. Dies liegt an der Instabilität des Verfahrens bezüglich
der Startwerte und der beschriebenen Problematiken. Das Verfahren könnte verbessert
werden, indem man vor der Addition der ∆xn-Werte überprüft wird, ob diese dazu
führen der Nullstelle näher zu kommen [15]. Ist dies nicht der Fall, so wird nicht das
gesamte ∆xn addiert, sondern nur ein Teil λ ·∆xn, λ ∈ (0, 1). Das Problem der größer
werdenden Zeitintervalle ∆τ bei der Annäherung an die Bounce-Bahn könnte mit ad-
aptiven Mitteln gelöst werden. Hierzu müsste während der Simulation dafür gesorgt
werden, dass das Zeitintervall bei jedem Schritt Richtung Meanfieldenergie der Bounce-
Bahn konstant bleibt und dementsprechend die Anzahl der Zeitpunkte geändert wird. In
Hinblick auf die Extrapolation muss dann auch der vorherige Schritt in der Energie mit
der neuen Anzahl an Zeitpunkten gerechnet werden. Zusätzlich zu der Einstellung der
Meanfieldenergie am ersten Zeitpunkte könnte man zu jedem Zeitpunkt eine solche Ein-
stellung vornehmen, indem man jedes ψτ reduziert und so eine Möglichkeit bekommt,
die Meanfieldenergie konstant zu halten.

57





Literaturverzeichnis

[1] A. Einstein. Zur Quantentheorie des idealen Gases. Albert Einstein: Akademie-
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