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1 Einleitung

Theoretisch wurden Bose-Einstein Kondensate (BEC) 1925 [1] von Albert Einstein ba-
sierend auf einer Arbeit aus dem Jahr 1924 [2] von Satyendranath Bose, in der er die
Bose-Statistik aufstellte, vorhergesagt. Bose leitete in dieser Arbeit die Plancksche Strah-
lungsformel her, indem er die Photonen als ein Gas ununterscheidbarer Teilchen betrach-
tete. Ein Bose-Einstein Kondensat ist ein Vielteilchensystem von Bosonen, bei dem sich
fast alle Teilchen im selben quantenmechanischen Zustand befinden. Dies hat zur Folge,
dass sich das gesamte BEC mit einer Wellenfunktion beschreiben lasst und sich daher
quantenmechanische Effekte, wie zum Beispiel Interferenz und Tunneleffekte, auf einer
makroskopischen Skala betrachten lassen. Zur Realisierung eines BEC werden die ver-
wendeten Bosonen in einer magnetischen Falle gehalten und stark gekiihlt, da nur bei
Temperatur gegen den absoluten Nullpunkt ein BEC entstehen kann, wobei die Kiihlung
iiber Laserkiihlung oder Verdampfungskiihlung erfolgt. Die erste experimentelle Reali-
sierung eines BEC gelang erst im Jahr 1995 durch E. Cornell und C. Wieman [3] aus
einem verdiinnten Rubidiumgas und wenige Zeit spéter durch W. Ketterle [4] aus einem
Natriumgas. Nach einem Vorschlag von O’Dell [5] kann man ein BEC durch eine Laser-
anordnung von 18 Lasern so prédparieren, dass keine duflere Falle mehr notwendig ist und
das Kondensat durch eine gravitationsartige Wechselwirkung der Teilchen stabil bleibt.
Diese Wechselwirkung beruht darauf, dass durch die eingestrahlten Laser Dipole indu-
ziert werden, deren Wechselwirkungen untereinander zu dem gravitationsartigen Selbst-
einschluss fithren. Der Grundzustand dieses BEC ist allerdings nur metastabil und das
BEC kann auf Grund eines makroskopischen Tunneleffekts kollabieren. Der Tunnelvor-
gang wird in einer ersten semiklassischen Naherung durch ein Teilchen beschrieben, das
in einem Potential oszilliert. Eine quantenmechanische Betrachtung fiihrt iiber ein Varia-
tionsverfahren, bei dem parametrisierte Gauflifunktionen variiert werden auf periodische
Bahnen der Gauflparameter, was analog zu der Oszillation des Teilchen ist. Anstatt
das Verhalten der Wellenfunktion wéhrend des Tunnelvorgangs durch die Parameter der
Gaufifunktion zu beschreiben, wird in dieser Diplomarbeit ein Verfahren vorgestellt, bei
dem die Wellenfunktion direkt auf einem Raum-Zeit Gitter simuliert wird. Bei dieser
Simualtion werden die Wellenfunktionen sowohl im Ort, als auch in der Zeit diskretisiert
und anschliefend mit dem Zeitentwicklungsoperator propagiert. Um die Propagation
durchzufiihren wird der Zeitentwicklungsoperator mit Hilfe der Split-Operator Methode
in drei Faktoren aufgeteilt, da die Anwendung des Operators dadurch einfacher durch-
zufithren ist. Eine Bedingung ist dann, dass die die propagierte Wellenfunktion gleich
der Wellenfunktion am darauffolgenden Zeitschritt ist. Diese Forderung fiithrt auf eine
Gleichungssystem, dessen Nullstelle gesucht ist. Die Nullstellensuche wird mit einem
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Newtonverfahren durchgefiihrt. In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen vor-
gestellt und beschrieben, worauf in Kapitel 3 die Vorstellung des Simulationsverfahrens
folgt. Das 4. Kapitel widmet sich der Diskussion der Simulation.



2 Grundlagen

Das betrachtete Bose-Einstein-Kondensat (BEC) mit langreichweitiger %—Wechselwirkung
wird mit der Gross-Pitaevskii Gleichung (GPE) beschrieben:

/ 2
d3,r,/ W(T >t)‘

|r — 7|

— A, + 8ma|ih(r, t)[F — 2/ Y(r,t) = i%@b(r, t) (2.1)

Die Gleichung beschreibt ein Vielteilchensystem mit Hilfe eines Meanfield Ansatzes, in
den nur Zweikorperwechselwirkungen eingehen. Im Folgenden wird die Herleitung kurz
skizziert. Eine detaillierte Herleitung wird in [6] beschrieben. Zunéchst wird die stati-
onére Losung der GPE beschrieben, wobei die Abhéngigkeit der Losung von der Wahl der
Streulange a dargestellt wird. AnschlieSend folgt die Losung der zeitabhéngigen GPE,
deren Imaginérzeitdynamik schlieflich zum makroskopischen Quantentunneln fiihrt.

2.1 Gross-Pitaevskii Gleichung

2.1.1 Stationdre Gross-Pitaevskii Gleichung - beliebige
Wechselwirkung

Zur Beschreibung von BEC wird eine Vielteilchen-Schrodingergleichung angesetzt

N N
h? 1
; —%Ari+%xt(ri>+§j;w(riarj) 7/1(7“1,...,7“1\7)ZEw(rl,...,rN). (22)
J#i

Die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen wird allgemein mit dem Wechselwirkungs-
potential W (r;, r;) beschrieben, Vi (7;) ist das externe Potential einer Falle, in der das
BEC eingeschlossen ist. Fiir den Grenzfall der Temperatur 1" = 0 sind alle Teilchen im
Grundzustand und die Wellenfunktion ¢ (rq,...,ry) fiir das gesamte System wird als
Produktansatz geschrieben:

N

Y(ry, ..., rN) = qu(ri)

=1

Hierbei sind die ¢(r;) die jeweils identischen Wellenfunktionen der einzelnen Teilchen.
Zur Losung der Vielteilchen-Schrodingergleichung wird ein Meanfield Ansatz verwendet,
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bei dem ein Teilchen im mittleren Feld aller anderen Teilchen betrachtet wird. Die Wel-
lenfunktion ¢(r) des betrachteten Teilchens wird durch Variation so bestimmt, dass das
Energiefunktional unter der Nebenbedingung der Normerhaltung minimiert wird. Die
zu minimierende Meanfieldenergie ergibt sich zu:

E. = /d3r1.../d3'rNgb*(r1)...gb*(rN)f]gb(rl)...ng(rN)
:/d3r1.../d3rN¢*(r1)...¢*(rN)

h2
_Z_Am + Vet (77) ZW ri, ;)| ¢(r1)...o(ry)

;éz

=—N2h—/d3r¢< 20i(r) + N [ Vol
N-1) / / Brde W (e, )| 6(r) o ()2 (2.3)

Als Lagrangeparameter fiir die Minimierung mit der Nebenbedingung [ |¢(r)|*d*r = 1
wird uN verwendet. Dabei bezeichnet p das chemische Potential und N die Teilchenzahl.
Das Funktional ergibt sich also zu

Fe — uN( / 6(r)[2dPr — 1). (2.4)

Durch die Variation erhélt man schliefflich die Gleichung

N © A G(r)+ NV () + N(N 1) / &' W (r, 1) |o(r') Po(r)—pNe(r) = 0. (2.5)

Mit der Annahme N — 1 ~ N fiir grofle Teilchenzahlen und einer Division durch N
erhélt man die stationdre GPE:

(—;—mAr + Vet + N d3r’ W(’I"7r’)|¢(1"/)|2) Qﬁ('l“) = Mgb(’r) (26)

Der Wechselwirkungsterm W (7, 7') beschreibt die Wechselwirkung zwischen zwei Teil-
chen und kann aufgeteilt werden in einen kurzreichweitigen W, und in einen langreich-
weitigen W), Term, welche noch genauer zu bestimmen sind:

Wi(r,r") = Wy(r,r") + Wi(r,r") (2.7)
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2.1.2 Kurzreichweitige Wechselwirkung

Die kurzreichweitige Wechselwirkung wird bei kalten, verdiinnten Gasen durch die Streu-
ung von zwei Teilchen dominiert. Die Energie liegt bei der Streuung in der Néahe der
thermischen Energie F = % ~ kgT', woraus fiir T' — 0 folgt, dass k — 0. In diesem Li-
mes wird die Streuung der Teilchen durch ein Pseudopotential beschrieben, das die selbe
Streuamplitude f(€) liefert, wie das eigentliche mikroskopische Potential. Die detaillier-
te Herleitung und Berechnung der Streuung kann in vielen Standard Lehrbiichern der
Quantenmechanik nachgelesen werden. Die gestreute Wellenfunktion kann zusammen
gesetzt werden aus einer einlaufenden, ebenen Welle und einem von f(f) abhéingigen
gestreuten Anteil:

elkr

o) = o 1 ()
Die ebene Welle und die Streuamplitude werden nun in Legendre Polynome entwickelt,

wobei im Limes & — 0 nur die s-Wellen Streuung, also der Term mit [ = 0 betrachtet
wird. Fiir die Streuamplitude ergibt sich damit schlieBllich

(2.8)

a

S 29

wobei mit a die Streuldnge bezeichnet wird. Ein Pseudopotential, das nun die selbe
Streuamplitude f liefert ist durch
Wa(r,r') = 47Th2£(53(r —7') (2.10)
m

gegeben. Durch Einsetzen des Pseudopotentials in die GPE (2.6) ergibt sich die vorlaufige
Gleichung zu

Ho(r) — (—j—mar Vit N / B’ (W (r, ') + Wie(r, 7')} r¢<r’>|2) o(r)

- (__h2 Ay + Vi + 47h N2 \¢(r)|2+N/d3r’ Wi (r r’)|¢(r’)|2> o(r)
e 2m r ext m Ir ’ '
(2.11)

2.1.3 Langreichweitige Wechselwirkung

Nach einem Vorschlag von O’Dell et al. [5] kann in einem monopolaren BEC eine at-
traktive gravitationsartige %—Wechselwirkung zwischen den Teilchen erzeugt werden, in-
dem mit Hilfe von elektromagnetischen Feldern Dipole induziert werden. Die Kopplung
der Atome erfolgt dann iiber die induzierte Dipole. Ein interessanter Aspekt dabei ist,
dass das Kondensat auf Grund der sphérisch symmetrischen %—Wechselwirkung auch oh-
ne dufere Falle stabil ist, es liegt also ein gravitationsartiger Selbsteinschluss vor. Das
Wechselwirkungspotential Wi, (7, ') wird im folgenden hergeleitet.
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Betrachtet man zwei neutrale Atome im Abstand r in einem &dufleren elektromagneti-
schen Feld der Intensitdt I mit einem Wellenvektor k und einer Polarisation e, so ergibt
sich die Wechselwirkungsenergie zu

U(r) = < > Ze e;Vi;(k,7) cos(kr). (2.12)

Arrcel =
Hierbei ist a(k) die anisotrope Polarisierbarkeit der Atome und V;; der Dipol-Dipol-
Wechselwirkungstensor:

Vij(k,7r) = 7’_13 [(dij — 37;7;)(cos(kr) + krsin(kr)) — (6;; — f“ﬁ“j)kQTQ cos(k‘r)} (2.13)

Die Einheitsrichtungsvektoren sind mit 7; = r;/r; gegeben. Der Wechselwirkungstensor
hat offensichtlich einen Anteil der proportional zu 1/73 und einen der proportional zu 1/r
ist. Nach [5] ldsst sich der 1/r® Anteil heraus mitteln, indem drei zueinander orthogonale
Laser eingestrahlt werden. Fiir U ergibt sich dann:

Ulr) = ?éicjo i g + (sin(6) cos(¢))* + (sin(f) sin(p))* + cos*(0) (2.14)

Wenn die Polarisierbarkeit « reell ist, so ist U attraktiv fiir jede Einstrahlrichtung (6, ¢)
der Laserstrahlen relativ zum Abstand = der Atome. Der anisotrope Anteil in (2.14)
mittelt sich nun noch heraus, wenn man sechs solcher Triaden in unterschiedlicher Ori-
entierung verwendet. Das daraus resultierende Potential hat dann die Form

11 Tk%? 1
Ulr) = el (2.15)

d4r cgd v r

Fiir ein kaltes, verdiinntes BEC ist die Form (2.15) das gesuchte langreichweitige Wech-
selwirkungspotential

' ' U
Wh(r,r') = U(|r —r'|) = -

2.16
lr — 7| ( )

welches in 2.11 eingesetzt auf

e Gl

A2
(1) = (=g Vo + 470N 21— N [ 2L

5 > o(r) (2.17)

fithrt.



2.1 Gross-Pitaevskii Gleichung

2.1.4 Atomare Einheiten und Skalierungseigenschaft

Durch die geschickte Einfiihrung von geeigneten Einheiten ldsst sich die Gleichung (2.17)
noch vereinfachen und in eine dimensionslose Form bringen [7]:

Masse : my = 2m (2.18)
. 2h? :
Lénge : ay = “Bohr-Radius” (2.19)
UMy
h2
Energie : E, = 5 “Rydberg-Energie” (2.20)
mya?
h2
Frequenz : Wy = (2.21)
UMy

Der Term V. fiir das Potential der d&ufleren Falle kann auf Grund des Selbsteinschlusses
aus der Gleichung gestrichen werden. Mit den neu eingefithrten Gréfien ergibt sich dann:

po(r) = ( A, —|—87TN—|¢ 2N/d3 /o0 )gb(r) (2.22)

In die Gross-Pitaevskii Gleichung geht nun noch die Teilchenzahl N ein, welche aber
durch eine Umskalierung der Groflen r, ¢, a und p eliminiert werden kann. Die skalierten
Grofen sind:

7:= Nr ¢:= N3 (2.23)
N2a u

. = 2.24

= = (2.24)

Fithrt man die skalierten Einheiten ein, so ergibt sich die skalierte, stationédre Gross-
Pitaevskii Gleichung, wobei die Tilden iiber den skalierten Gréflen weg gelassen werden
7u: )

o) - (—Ar #smalor)? =2 [ a0 o) 225
Durch die Ersetzung 1 — i%; erhalt man aus der stationédren Gleichung die zeitabhéngige,
auf welche man auch gelangen wiirde, wenn man den skizzierten Weg ausgehend von
der zeitabhéngigen Vielteilchen-Schrédingergleichung gehen wiirde. Die zeitabhéngige
Gleichung lautet dann:

i% (r) = (—AT+87ra|gz§('r)| —2/d3 /o(r) >¢(r) (2.26)

[ — 7|
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2.2 Losung der stationaren Gross-Pitaevskii Gleichung

Die stationdre GPE (2.25) kann mittels eines Variationsansatzes gelost werden. Die
gesuchte Wellenfunktion ist dabei diejenige, die das Energiefunktional minimiert. Das
Energiefunktional ergibt sich zu [6]:

r—r

Ely] = —w*(r)Arw(r)/—l—élwa/d?’rWz /d3 /d3 WOPREP 4 57

Exin
Esr

Auf Grund der sphérischen Symmetrie des Wechselwirkungspotentials kann auch die
Wellenfunktion eine sphérische Symmetrie aufweisen:

U(r) =d(|r)) = o(r) (2.28)
Als Ansatz fiir die Wellenfunktion wird eine Gauflfunktion gewéhlt
W(r) = Ae ¥, (2.29)

wobei A die Amplitude ist und k als Variationsparameter dient. Uber die Normierungs-
bedingung lasst sich A leicht bestimmen:

/d3r|¢(r)|2 L (2.30)

4 A® /dr M2 = 773/2A—2 =1 (2.31)
= 5 :
k3/2

Mit diesem Gauflansatz lésst sich das Energiefunktional leicht variieren, da sich die Suche
nach dem Minimum auf eine einfach Extremstellensuche einer Funktion E(k) reduziert.
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Die einzelnen Terme von E(k) ergeben sich zu:

BT 0 e (02 20\ e
Eink — 4 E*r2/2 [ ¥ “ Y fk'r'/Zd
in (k) ﬁ/re (8r2+7’8r>e "

0

KT .
= _4ﬁ r2(r’kt — k* — 2k%)e M dr
0
3
= k2 2.
5 (2.33)
K T ) e
By (k) = 16a— [ r?e 2" dr
m

0

2
= \/jak?’ (2.34)
7]{72 T‘ +7./2)
B (k /d3 /d3 ! T (2.35)

Das letzte Doppelintegral Ey (k) ldsst sich 1osen, wenn man zu Relativ- und Schwer-
punktkoordinaten iibergeht:

ool =T — 7 , rei=1r+7 (2.36)

Mit einer Funktionaldeterminate von 1/8 ergibt sich durch diese Transformation:

—k21 (rrcl—l—r )
3 3
Elr — 3 d Ts d 'rrel
87T Trel

16k
= rse_k%’”gdrs/rrele_k 2 rcldrrel
ST
0 0
2
Y Bl A 2.37
- (237)

Die gesamte Energie ergibt sich mit den berechneten Termen zu:

3 2 2
k) = =k? \/j k3 — \/jk 2.
) Sk 44/ —a - (2.38)

Das Minimum von E/(k) erhélt man nun als Nullstelle der Ableitung, welche gegeben ist

durch
2 2
k) =34/ —ak” + 3k —y/—. (2.39)
T T
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Die Nullstellen dieses Polynoms lauten:

1 s 8a
ki—% §<i“1+3_7r_1> (2.40)

Ob Nullstellen vorhanden sind héngt nun, mit Blick auf die Diskriminante, von a ab.
Nullstellen existieren nur dann, wenn die Diskriminante einen positiven Wert annimmt,
was fiir Werte grofler der kritischen Streulénge a., der Fall ist,

a> Qo = —3% ~ —1,1781... (2.41)

Einsetzen der Nullstellen ki in das Energiefunktional F(k) liefert einen maximalen
E(ky) und einen minimalen E(k_) Wert:

4 142,/1+8a/3m

By=E(ky) = ——
= = Blk) OT (1 + /1 + 8a/37)?2

(2.42)

Die Energie spaltet sich abhéngig von der gewahlten Nullstelle in einen Zweig mit hoherer
Energie und einen mit niedrigerer auf, wobei die Zweige bei der kritischen Streuldnge
ae durch eine Tangentenbifurkation entstehen. Der Zweig mit niedriger Energie £/ wird
mit einem Grundzustand, der mit héherer Energie F, mit einem angeregten Zustand
assoziiert. In Abbildung 2.1 ist die Energie in Abhéngigkeit der Streuldnge dargestellt.

10



2.3 Zeitabhéngige GPE - TDVP
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Abbildung 2.1: Tangentenbifurkation der Meanfieldenergie, aus [7]. Dargestellt sind die
Ergebnisse aus numerischen Rechnungen im Vergleich zu den Ergebnis-
sen aus analytischen Rechnung mit einem Variationsansatz.

2.3 Zeitabhingige GPE - TDVP
Die zeitabhéngige Gross-Pitaevskii Gleichung

|2
i%w(r) = <—AT + 8malp(r')|* — Q/dsr'%) (r) (2.43)
wird mit einem zeitabhéngigen Variationsprinzip (TDVP: Time-dependent variational
principle) nach McLachlan [8] gelost. Das Verfahren wurde entwickelt, um die zeit-
abhingige Schrédingergleichung zu 16sen, lisst sich aber auch auf die Gross-Pitaevskii
Gleichung iibertragen. Bei dem Verfahren wird die Wellenfunktion {iber einen Satz von
zeitabhéngigen Parametern z(t) beschrieben:

w(r,t) = d(r, z(t)) (2.44)

Das Ziel des Verfahrens ist es, einen Satz von gewoOhnlichen Differentialgleichung fiir
die Parameter zu erhalten, anstatt die urspriingliche partielle Differentialgleichung l6sen
zu miissen. Das Variationsprinzip von McLachlan geht von einer Schrédingergleichung
M —H ¥ aus, deren Differenz von linker und rechter Seite minimal werden soll. Es wird
dabei nach einer Wellenfunktion ¢ variiert, die nach Abschluss des Verfahrens gleich der

11
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Zeitableitung gesetzt wird ¢ = w Das zu minimierende Funktional I ergibt sich dann
AVE

I = |[ip(t) — Ho||?
= (¢|¢) + i(¢| HY) — i(HY|¢) + (HY|H) (2.45)
Wird das Funktional I nach ¢ variiert ergibt sich:
0T = (60|9) + (9]09) + (50| H) — i(H|6¢)
= (60| + iHY) + (¢ — iHP|0) (2.46)

Durch die Ersetzung ¢ = 4(2(t), 2(t)) gilt unter der Annahme, dass nur nach ¢ und
damit auch nur nach den 2 variiert wird, fiir d¢:
0
9% > (2.47)

0055 =

0z 0z

Durch Einsetzen von (2.47) und ¢ = ¢ in (2.46) ergibt sich fiir die Variation folgende
Bedingung:

0¢p = 8|ib(z, 2)) =

SO Ca OV N
Fiir eine beliebige Variation 62 folgt daraus
o0\
<8_z )+ 1H¢> =0 (2.49)
1 - 1
:>Q%w>=4<lﬁw> (2.50)
o0y, oY 9y
= (Gel5ee) = (Gelor )2 =i 5eliw) (251)
—_———
Matrix K Vektor h
= Kz = —ih. (2.52)

Damit hat man ein System von Differentialgleichung fiir die Variationsparameter z ge-
funden. Mit einem GauBansatz fiir ¢ (r,t) mit geeigneten Parametern ldsst sich das
TDVP jetzt auf das monopolare BEC anwenden. Der Gauansatz lautet

W(r,t) = AO) (2.53)

mit den Parametern z(t) = (A(t),v(t)) € C* A = A, + i4; ist hierbei die Breite der
GauBfunktion und v = =, + iv; eine Phase. Mit dem Hamiltonian der GPE

H=-A.+V, (2.54)

V =V + Vi, = 8malo(r)|* — /d3 /o)l (2.55)

[r—r/|

12
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und dem Vektor der Parameter z = (A, ) wird nun das Bracket
o -
<—¢ [+ in/z> —0
0z
oy -
Tl — H = 2.
N <8z‘1¢ ¢> 0 (2.56)

berechnet [9]. Die einzelnen Ableitungen ergeben sich mit r = /22 + y% 4 22, wobei

x,y, z kartesische Koordinaten sind, zu:

0

aei(A(lt)v“QJrv(lt)) —i(r?A + 4)elAmr*+7(1)) (2.57)
— A AOH0) = (_i6 4 4 4A2%2)el(ADrH1(0) (2.58)
9 . .
G_Aelm(twﬂ(t)) — i 2ei(AOr (1) (2.59)
aﬁ ADP+1(0) _ jei(ADr> 4+ (1) (2.60)
f)/

Damit ergeben sich zunéchst zwei Gleichungen fiir das Bracket (2.56)
<iei(A(t)T2+7(t))‘(vo + %UQTQ _ V)ei(A(t)T2+v(t))> =0 (2.61)

<1r LA +4(0)

1 .
(vo + 51}27“2 _ V)el(A(t)r2+v(t))> =0, (2.62)

wobei vy := —y+i6A und %vg .= —A—4A2 gilt. Durch Umsortierung, einer Division mit

der Imaginéreinheit i und den Abkiirzungen <ei(A(t)T2+V(t) = (g|, (A(t)r® +V(t))>

|g) ergeben sich die Gleichungen

(g]g)vo + = <g\r2\g> = (9|V1g) (2.63)

(g7*|g)vo + = (glr lg)vs = (g|r*V]g). (2.64)

Da die sich aus den einzelnen Brackets ergebenden Integrale analytisch 16sbar sind, lasst
sich das lineare Gleichungssystem fiir vy und vy ebenfalls analytisch 16sen, wobei fiir die
Integrale gilt [9]

—27 3 —2v
_32_°¢ 2 3/2_°
{glg) =% (24)372 {glr~lg) = 7 / (24,572 (2.65)
15 e~ 2 5/20— 4
(gr'|g) = ZW3/2 By (g|V]g) = T (2a4; + 1), (2.66)
) 71.5/267471 1
(glrVl]g) = T6AT? (6adA; +5). (2.67)

i
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2 Grundlagen

Als Losung des linearen Gleichungssystems ergibt sich schliefSlich

™ (5~ 14aA 2.68

UO_Q\/ﬁAi(_ a;) (2.68)
1

vy = 2V/2me ™2 <aAi — 6) . (2.69)

Mit Hilfe der Ausdriicke fiir vy und vy erhdhlt man zwei Bewegungsgleichungen fiir die
Gauflparameter

y = 614 — vy = 614 — me 5 —14aA 2.70
= 61A — vy = 6i aA; :
A= —4A% — v, = —4A% — 2\/27e” i (aAi — %) . (2.71)

Hier wurde nur der Ansatz mit einer Gaufifunktion skizziert. Dieser Ansatz liefert fiir
die Meanfieldenergie qualitativ korrekte Ergebnisse im Vergleich zu numerisch exak-
teren Rechnungen (vgl. Abbildung 2.1). Es zeigt sich, dass ein Ansatz mit gekoppelten
GauBfunktionen quantitativ bessere Werte liefert [9].
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2.4 Kanonische Variablen

2.4 Kanonische Variablen

Die in Abschnitt 2.2 beschriebenen Ergebnisse erhélt man auch mit Hilfe der Bewe-
gungsgleichungen fiir die Gaulparameter. Da nur eine GaufBfunktion verwendet wird,
lassen sich fiir die Parameter kanonische Variablen finden [10]. Hierzu werden zunéchst
die Gleichungen (2.70) und (2.71) in ihre Real- und Imaginérteile zerlegt, A = A, +i4;
und v = 7, + i;. Der Imaginérteil +; kann iiber die Normierung (¢ |¢)) = 1 zu

24,
=~ ( ) (2.72)
4 T

bestimmt werden. Da -, eine Phase beschreibt kann v, = 0 gew#hlt werden, da die Phase
bei der Verwendung nur einer Gauflifunktion keine Rolle spielt. Durch diese Annahmen
ist die Wellenfunktion nur noch von A, und A; abhéngig und ergibt sich zu

3
24N\ .
Y= (—) el Artidir?, (2.73)

(e

Die stationdren Losungen ergeben sich als Fixpunkte aus den Bewegungsgleichungen,
welche man durch die Forderung A, = 0 und A; = 0 erhilt. Fiir die Meanfieldenergie
ergibt sich dann

Ene = —(0[A[Y) + (<¢|Vsr|w> + (W Vie[¥)) (2.74)
= A% (A7 + A7) + 2@ (2a4; — 1). (2.75)

Durch die Einfithrung von kanonischen Variablen werden die Bewegungsgleichungen der
GauBparameter nun auf eine Hamiltonsche Form gebracht. Die Transformation

1 /3
= _,/= 2.
q 5 o (2.76)

3
= Ar A
p A,

wobei ¢ der Breite der Gauifunktion entspricht, werden in die Meanfieldenergie einge-
setzt und man erhélt die Hamiltonfunktion

3¢ /31 91 31
H 2 I 22 2.78
(¢.p) =p"+ R +4q it (2.78)

wobei gilt E,; = H(q,p). Dadurch ergibt sich eine Analogie zwischen den Bewegungs-
gleichungen fiir die Gauflparameter, also der Dynamik des BEC und einem klassischen
Teilchen in einem eindimensionalen Potential

3a |3 1 9 1 31

15
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2 Grundlagen

Nach der Hamiltonschen Mechanik gilt:

G=—— =2 (2.80)

o _9a [31 91 [31

2.81
dq 2V wqgt * 2¢3 T g2 (2:81)
Durch Einsetzen der Riicktransformationen lasst sich die Giiltigkeit der Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen 2.80 und 2.81 zeigen [10], da dadurch wieder die Bewegungsglei-
chungen 2.70 und 2.71 fiir die Gaulparameter erhalten werden. Die Extremstellen des
Potentials entsprechen dann dem Grundzustand, bzw. dem angeregten Zustand:

oV (q) 9a /31 91 31

0 2.82
dq 2 Vgt 2q3jL T2 ( )

= o = Z (V37 — V3 +8a) (2.83)
Gonins = Z (V37 + V37 + 8a) (2.84)

Maxima und Minima existieren nun nur im Bereich 0 > a > a., = —3%, es gibt al-

so einen stabilen Grundzustand bei der Energie Epfmin = V(¢min) und einen insta-
bilen angeregten Zustand bei der Energie Epfmax = V(¢max). Fiir Energien zwischen
den extremalen Energien Eifmax > F > Enemin gibt es periodische Losungen, in der
klassischen Analogie schwingt das Teilchen um das Potentialminimum. Diese klassische
Schwingung entspricht einer oszillierenden Breite der Gauifunktion. Das Minimum bei
Bt min 1t allerdings kein globales Minimum sondern nur ein lokales. Der Grundzustand
ist also nur metastabil und das Teilchen kann durch den Potentialberg in den kollabie-
renden Bereich um ¢ = 0 tunneln. Fiir Streuldngen a < a., existieren keine Extrema,
das Kondensat kollabiert. Ist die Streuldnge a > 0, so existiert nur ein Minimum, wofiir
ebenfalls oszillierende Losungen existieren. In Abbildung 2.2 wird das Potentiale V' (q)
bei unterschiedlichen Streuléngen dargestellt.
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Abbildung 2.2: Das Potential V' (¢) bei unterschiedlichen Streuldngen

2.5 Makroskopisches Quantentunneln

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben ist der Grundzustand nicht stabil, sondern nur
metastabil, da das Potential V'(¢) nur ein lokales Minimum aufweist. Das Tunneln eines
Teilchens aus dem metastabilen Grundzustand hinein in den kollabierenden Bereich wird
als “makroskopisches Quantentunneln” bezeichnet. Die Tunnelrate lésst sich nach einem
Vorschlag von Stoof [11] herleiten und wird im folgenden skizziert. Eine detailliertere
Beschreibung findet man in [11].

2.5.1 Semiklassische Ndherung - kanonische Koordinaten

Zunichst wird ein Teilchen der Masse m in einem Potential V' (¢) betrachtet. Die Tun-
nelrate aus einem metastabilen Grundzustand

2 2kgT

Py = —31m(Ep) = lim B

T—0

Im(In Z) (2.85)

ist dabei proportional zum Imaginérteil des Logarithmus der Zustandssumme 7, Im(FEj)
ist der Imaginérteil der Energie des metastabilen Grundzustandes. Die Zustandssumme

7 = Tre PH] (2.86)

17



2 Grundlagen

mit 8 = kBLT und H (q,p) = % + V(g) dem Hamiltonoperator lisst sich als ein Pfadin-

tegral {iber alle geschlossenen Bahnen darstellen,

hB/2

ZZ//d[q]d[p] exp —% / dr [—ip%JrH(q,p)} (2.87)

—hp/2

mit der periodischen Randbedingung ¢(—h5/2) = q(h3/2). Die Verbindung zwischen
der Spur des Zeitentwicklungsoperators und dem Pfadintegral fithrt zu der Verbindung
zwischen der inversen Temperatur und der Imaginérzeit 7 :=i(ty — 1):

1

=—=i(ts —1 2.88
B T itz — 1) (2.88)
An p wird keine Bedingungen gestellt und das Integral iiber p lisst sich fiir den hier be-
trachteten Hamiltonoperator leicht berechnen, da es sich um ein Gauflintegral handelt,
welches fiir die weitere Betrachtung keine Rolle mehr spielt. Durch die p-Integration
ergibt sich folgendes Pfadintegral fiir die Zustandssumme mit S[q] der euklidischen Wir-

kung:

(2.89)

:/d[q] exp —% 72017 [g (%>2+V(q)

Zur Losung des Pfadintegrals betrachtet man nun nur die Bahnen, die die Wirkung S|[q]
extremalisieren, da diese Bahnen den grofiten Beitrag zum Pfadintegral liefern. Diese
Bahnen sind Losungen der Euler-Lagrange Gleichung

d’¢ _ d(=V(q))

My =~ i (2.90)

die die klassische Bewegung eines Teilchens mit Masse m im Potential —V'(¢q) beschrei-
ben. Eine periodische Losung der Fuler-Lagrange Gleichung ist die stationdre Losung
q(T) = qo am Minimum des Potentials dV'(go)/dg = 0, was analog zum Grundzustand
ist. Fiir kleine Fluktuationen ¢/(7) um das Minimum ¢(7) = go + ¢'(7) ergibt eine Ent-
wicklung in den Fluktuationen bis zur zweiten Ordnung fiir die Zustandssumme:

hB3/2

1 dg\?  d*V
Z ~ e AViw) /d[q’] exp | —% / dr [% (_dq ) + dq(qu)q'Q] (2.91)
T

—hp/2

N J/
-

Zustandssumme des harmonischen Oszillators

18



2.5 Makroskopisches Quantentunneln

d*V(q0)
dg?

ist die Zustandssumme gerade die des harmonischen Oszillators

~BV (q0) m d N\
Z:e qON{det |:% (_W +w0>]}

efﬁhwo/Q

1 — e fhwo’

Mit mwi =

~ o~V () (2.92)
wobei N der Normierungsfaktor des Pfadintegrals ist. Im Limes T — 0 erhélt man
hieraus fiir die Energie Ey ~ V' (qo) + hwy/2 und damit eine Tunnelrate von 'y = 0. Um
eine nicht verschwindende Tunnelrate zu erhalten, muss eine weitere Bahn, die “Bounce-
Bahn“ ¢, (7) beriicksichtigt werden. Die Wirkung dieser Bahn unterscheidet sich nicht
stark von der Wirkung der stationdren Bahn ¢y und liefert deshalb ebenfalls einen nicht
verschwindenden Beitrag zum Pfadintegral. Die Bounce-Bahn ist in Abbildung 2.3 sche-
matisch dargestellt. Die Bounce-Bahn hat die Eigenschaft, dass sich das Teilchen relativ

o \ ........ // ql

Tunnelprozess

@- ______________________________________ >

Abbildung 2.3: Das Potential V' (¢) und das invertierte Potential —V'(¢) mit der Bounce-
Bahn, bei der das Teilchen bei ¢y startet, durch das Minimum bis zur
Stelle ¢; und wieder zuriick schwingt.

lange bei gq aufhélt, durch das Minimum bis zum Umkehrpunkt bei ¢; (V(qo) = V(q1))
schwingt und sich wieder asymptotisch ¢y ndhert. Im Limes 7 — 400 ist das Verhalten
gegeben durch g, ~ qo + (vg/wo)e Il Die Zeit ist dabei so gewihlt, dass zum Zeit-
punkt 7 = 0 gerade der Umkehrpunkt erreicht ist. Die ” Anfangsgeschwindigkeit“ vq ist
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2 Grundlagen

dabei vom Verlauf des Potentials abhéngig. Entwickelt man wieder in den Fluktuatio-
nen ¢'(7) um gn(7), ¢(7) = qn(7) + ¢ (7) bis zur zweiten Ordnung so ergibt sich fiir die
Zustandssumme

1/2
7 ~ eﬁ(V(q0)+ﬁwo/2) 14 det(—d2/d72 + W(Q)) ef(S[qb]fS[qo])/h (293)
det(—d2/dr? + wy(7)?) ’

wobei wy, durch mw? = d?V(g,(7))/dg* definiert ist. Nimmt man noch die Méglichkeit
mehrerer Schwingungen mit, so erhélt man fiir die Energie im Limes T — 0:

det(—d?/dr? + wd)
det(—d?/dr2? 4+ wp(T)
Im Vergleich zu der Losung qq ist zu der Energie ein weiterer Term hinzu gekommen,
welcher rein imaginér ist und deshalb eine nicht verschwindende Tunnelrate liefert. Dass
der letzte Term von Fj imaginir ist ldsst sich daran erkennen, dass dgy(7)/d7 eine
Eigenfunktion des Operators det(—d?/d7? + wy(7)?) mit Eigenwert 0 ist. Da nun aber
dgn(7)/d7 einen Knoten hat, muss es noch einen negativen Eigenwert geben, der zu einer
knotenlosen Eigenfunktion gehort, was dann dazu fiihrt, dass der letzte Term imaginér
wird. Die Auswertung des Terms kann man in [12] nachlesen. Es ergibt sich dadurch fiir

die Energie
h(,d . “l(.b()li/ — — h 9
E V( ) 0 1 / v e (S[‘Ib] S[QO])/ (2 5)

und damit schlieflich fiir die Tunnelrate:

2
Ty = ¢ ) "0% o~ (stan)-Stao)/n (2.96)
hr

Wie zu Beginn erwéhnt handelt es sich bei dieser Beschreibung um eine semiklassische
Néaherung, bei der ein Teilchen der Masse m in einem Potential V' (q) betrachtet wird.
Um die Tunnelrate eines BEC zu erhalten geht man von einem feldtheoretischen Ansatz
mit den Feldgrofien ¢ (r,t) und 7(r,t) = iAy*(r,t) aus. Der Hamiltonian H [y, 7] ist
dann iiber eine Hamiltondichte H

H, ] = / dr* Hap

hawo 1/2 .
Ey=Vi(g) + - - :lrig%) kgT { 2)] e~ (Slav]=Slgo]) /7 (2.94)

2
definiert. Die Hamiltondichte wird dabei so gewéhlt, dass durch die Bewegungsgleichun-
gen fiir ¢(r, t) wieder die Gross-Pitaevskii Gleichung (bei diesem Ansatz geht man von
der unskalierten GPE aus) erhalten wird:

9] o
500 = oI

ot
( 2h Nt 47rh2N%W(r')|2 n v1r> b(r, 1) (2.98)

m

= /drw* (—%Ar + QFHZN%W}(T/)F + lvlr) Y (2.97)

o
1
ih
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2.5 Makroskopisches Quantentunneln

Fiir die Zustandssumme gilt dann:

7 // d[4*]d[y] exp {—% /dT (/ drz/z*h%w + Hv, W]) } (2.99)

Diese Zustandssumme muss nun ausgewertet werden, wobei man im Laufe der Auswer-
tung [11] wieder zu gaufiformigen Wellenfunktionen iibergeht. Der Unterschied ist aber,
dass die Teilchenzahl N bei der feldtheoretischen Behandlung explizit in die Gleichun-
gen eingeht. Fiir die Tunnelrate ergibt sich dann ein dhnliches Ergebnis wie bei der
semiklassischen Betrachtung

2
r =N mcgovoe—w[qb}—smo]w/h, (2.100)
™

wobei im Vergleich zur semiklassischen Losung der Ubergang h — % vollzogen wird.

2.5.2 Imaginarzeitdynamik ohne kanonische Variablen

In den vorherigen Kapiteln ist man von Systemen ausgegangen, die mit kanonischen
Variablen beschrieben wurden und die Bounce-Bahn in Imaginérzeit berechnet wurde,
indem man die Bewegung im invertierten Potential betrachtete. Es ist aber nicht immer
moglich, kanonische Variablen fiir ein System zu finden und daher kann die Bounce-Bahn
und deren Wirkung nicht iiber ein klassisches Analogen berechnet werden. Ein erster
Schritt um dieses Problem zu losen ist, die Gross-Pitaevskii Gleichung in Imaginérzeit
T = it zu betrachten. Dabei geht die Gleichung iiber in

a A T =it 8 o
iy =H = He.
latw 4 7 87’w 4
Fiir den Zeitentwicklungsoperator U gilt dann beim Ubergang 7 = it [13]:
Uv _ efil:lt T =it U _ e(fﬁﬁu)f

Dies alleine reicht allerdings nicht aus, da sonst die Norm N zeitabhéngig wird, mit

b(r,7) = eTHEOTY (p 0) (2.101)
gilt:
N = /dr (e, ) (r, 7) (2.102)
= / dr eCHHITY (p, 0)eH T (r, 0) (2.103)
= 2(~HHmT / dr *(r,0)2(r, 0) (2.104)
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2 Grundlagen

Da der Zeitentwicklungsoperator reell ist, bleibt bei der Berechnung der Norm der Faktor
e2=H+m7™ jibrig. Um dieses Problem zu lésen betrachtet man die komplex konjugierte
Gross-Pitaevskii Gleichung und vollzieht anschlieBend den Ubergang zur Imaginérzeit
[13]

.a— r T T =it -
i = Hi =5 — = Hi.

Der Zeitentwicklungsoperator U hat dann die Form:
U = et T=1 U = o H-m)7
Fordert man nun noch, dass
P(r, 7 =0)=9*(r,7=0), (2.105)
wobei ¢* die komplex konjugierte Wellenfunktion ist, so erhélt man mit
G, ) = TR, 0) (2.106)
fiir die Norm N

N

dr (v, 7)i(r,7) (2.107)

/ dr E=17h(p, 0)eTHTIT Y (p, 0) (2.108)
/d'r »*(r,0)y(r,0) (2.109)

= const, (2.110)

wobei die Wahrscheinlichkeitsdichte iiber p = 1) definiert ist. Die so definierte Norm
ist zeitunabhéngig und damit brauchbar. Die Meanfieldenergie E,,; wird mit ¢ und
nach

Bu = [ {8+ J v b (2.111)

berechnet

Randbedingungen

Bei dem Losungsweg mit kanonischen Variablen wurden periodische Randbedingungen
gefordert, q(—ph/2) = q(Bh/2). Ubertragt man dies auf die Gréflen ¢ und ¢ so ergibt
sich die Forderung, dass diese an den Réndern —fh/2 und [$h/2 ebenfalls identisch sein
sollen:

Y(Bh/2) = (Bh/2) ; U(=ph/2) = Y(=ph/2) (2.112)
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2.5 Makroskopisches Quantentunneln

Die Konvention, dass fiir 7 = 0 gerade der Umkehrpunkt erreicht sein soll und dass

Y*(1 = 0) = (7 = 0) ergibt noch die Bedingung, dass am Umkehrpunkt
Y(r=0)=1¢(r=0) (2.113)

gilt. Mit den beiden Zeitentwicklungsoperatoren U, U liisst sich noch eine zeitliche Sym-
metrie der beiden Wellenfunktionen 1, 1 zeigen. Es gilt:

W(=7) = e HEp(0) = (7) (2.114)

Mit diesen Bedingungen geniigt es, nur die halbe Periode zu betrachten.

2.5.3 Die Wirkung

In die Tunnelrate

2
I, = /fVVnifvoe—oﬂmJ—swd>AVH (2.115)
™

geht die Differenz AS zwischen der Wirkung der stationdren Bahn S[go] und der Wirkung
der Bounce-Bahn S[g,] ein,

AS = S[gn] — S[qo]- (2.116)

Diese Grofie muss also bekannt sein, um Tunnelraten berechnen zu konnen. Mit den
FeldgroBen v und ¢ ldsst sich die Wirkung iiber die Lagrangedichte angeben [13]:

hB/2

5 = / dT/d’f'{lM)—tE’Hw}
—1B/2
_ 7Qd7/dr [w(r,T)%w(r,T)+w(r,7)Arw(r,7)—47mw('r,7)w('r,7)
—hB/2
R T LS

=7

(2.117)
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2 Grundlagen

Damit gilt fiir die beiden Wirkungen S|[g] und S[q,]

nB/2
Slao) = | dr [ dr oo — doHw
do hﬂ//zT/”“{oo 00}
hB/2

= / dr { / driorhy — / dfrw[ﬂiwo} (2.118)

—hB/2
nB/2

Slapl = | dr [ dr iy, — BHY
db hﬁ//2 T/ "“{bb b b}
hB/2

= / dr { / dripyiy, — / drwb’Hwb} (2.119)

—hB/2
und deren Differenz

nB/2
AS = / dT{ / Aty — Yothy — / driyHapy + / dwowo}. (2.120)

—hB/2
Da [ driyHipy = [ dripgHabe und 1y = 0 ergibt sich fiir AS der einfache Ausdruck

h3/2

AS = / dT/d’PIEb—dd (e (2.121)
T
B2

Auf Grund der zeitlichen Symmetrie der Wellenfunktionen (1) = 1(7) lisst sich dieser
Ausdruck noch so umschreiben, dass die Integration iiber 7 nur fiir die halbe Periode
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durchgefiihrt werden muss:

hB/2
as= [ ar [ariyn)stu
—hB/2
h3/2 0
_ d - d

- / dr [ ardutr) 5 -in(r) +_hﬁ// E [ ariuo) (o)

nB3/2 —hB/2
— [ @ [aram e - [ dr [arin )

0 0

B2 . hB/2 .
— [ @ [wram g - [ dr [arin) o)

0 0
_ hwd drdn(n 3 d 7 2.122
= [ @ [ ariu( L)~ vulr) (o) (2122)

0
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3 Gitterrechnung

Zur Berechnung der Tunnelraten in imaginérer Zeit wird die Wirkung der Bounce-Bahn
benoétigt. In Abschnitt 2.5.2 wurde mit dem TDVP ein analytisches Naherungsverfahren
vorgestellt, mit dessen Hilfe die Losung der Gross-Pitaevskii Gleichung in Imaginérzeit
auf das Losen von einfacheren Differantialgleichungen fiir die Gaulparameter reduziert
wurde. Ein numerisch exakte Losung lésst sich erhalten, indem das Verhalten der Wellen-
funktionen 1 (r, 7) und ¥ (7, 7) auf einem Raum-Zeit-Gitter simuliert wird. Das Ziel der
Gitterrechnung besteht darin, das direkte Verhalten der Wellenfunktionen wéhrend des
Bounce Vorgangs zu erhalten. Da bei der Simulation auf dem Gitter keine kanonischen
Variablen vorhanden sind, existiert kein Potential V'(¢), wie in Abschnitt 2.5.1 beschrie-
ben, aber es ist fiir das Verstédndnis hilfreich dieses Bild schematisch vor Augen zu haben.
Zur Initialisierung des Gitters werden zunéichst gegebene Startwellenfunktionen, die aus
einem TDVP stammen, sowohl im Ort als auch in der Zeit diskretisiert. Um das Git-
ter klein zu halten wird die in Abschnitt 2.5.2 beschriebene Symmetrie ¢(7) = ¥(—7)
ausgenutzt, indem jeweils nur die halbe Periode verwendet wird. Durch die Diskreti-
sierung der halben Periodendauer erhédlt man m unterschiedliche Wellenfunktionen zu
verschiedenen Zeitpunkten. Der zeitliche Abstand zwischen zwei Zeitpunkten betragt
hierbei immer A7. Zu jedem Zeitpunkt 7 bestehen diese Wellenfunktionen jeweils aus
einem Satz von 2n Gitterpunkten v := (¥,1,..., %), ¥, = (¥y1, ..., .,). Fiir einen
konstanten Gitterabstand Ar gilt:

Y1 = Y(Ar,T) , V1 = P(Ar, 7) (3.1)

Vrn = (nAr,T) , Vrm = V(nAr, T) (3.2)

Insgesamt besteht das Gitter also aus m - 2n Gitterpunkten, wobei ein Gitterpunkt dem
Wert der Wellenfunktion an einem Ort iAr zu einer bestimmten Zeit 7 entspricht. Fiir
7 = m soll gerade der Umkehrpunkt erreicht sein. In Abbildung 3.1 ist dies veranschau-
licht. Anschlielend wird mit dem Zeitentwicklungsoperator U (7, 7o) von jedem Zeitpunkt
aus die entsprechende Satz von Gitterpunkten um ein Zeitschritt propagiert. Hier ist zu
beachten, dass zwei unterschiedliche Operatoren verwendet werden miissen, je nachdem
ob 1 oder v propagiert wird. Wie in Abschnitt 2.5.2 beschrieben wurde, wird fiir die
GroBen v der Operator U = e—H+W7 und fiir die GréBen 4 der Operator U = oH-u)T
verwendet. Die aus der Propagation durch den Operator erhaltenen Sétze von Gitter-
punken entsprechen aber nicht exakt den Sédtzen der Startwerte des darauf folgenden
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A o1 ot o3 o0ty 0WVm.1
T{O V12 022 032 042 0 WVm.2
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Abbildung 3.1: Diskretisierte Wellenfunktionen 1, 4 auf dem Raum-Zeit-Gitter.

Zeitpunkts:

-

(T’ To)wro,Start - 777)7 7é ’l/)T,Start (33)

U(T7 TO)Q/)TO,Start = 1757' 7é &T,Start (34)

Die Gleichheit muss aber gelten um eine stetige Losung zu erhalten. Diese Forderung
nach Gleichheit fithrt auf eine Nullstellensuche, die mit einem Newtonverfahren durch-
gefiithrt wird.

h, — 1, =0 (3.5)
P, — P, =0 (3.6)

Im folgenden werden die einzelnen Schritte néher erldutert.
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3.1 Split-Operator-Methode

3.1 Split-Operator-Methode

Ausgehend von einem Zustand |1, 7) zu einem Zeitpunkt 7 kann man mit dem Zeitent-
wicklungsoperator U (7, 7) den Zustand |1, 71) zu einem spéteren Zeitpunkt 7; erhalten.
Mit 7 — 7 = A7 gilt:

A

|1/}7 7—1> = U<7—17 T)W)? T)

oISy, 7)

= oTVHIAT |y, 7 (3.7)

Da T und V nicht vertauschen gilt:

e—(T+V)AT 7é e—TATe—VAT

Eine solche Faktorisierung des Operators bietet sich allerdings an, da sich die Anwen-

dung des Operators dann auf Multiplikationen mit, im Allgemeinen, komplexen Zahlen

reduziert. Fiir kleine Zeitabstédnde At lésst sich der Zeitentwicklungsoperator mit Hilfe

der Baker-Hausdorff-Formel in solche Faktoren zerlegen. Es gilt dann ndherungsweise:
e—(T—l—V)AT —lVATe—TATe—%VAT7

~e 2

wobei in dieser Niiherung der Fehler von der Ordnung O(A73?) ist. Bei der Anwendung
des faktorisierten Operators wird ausgenutzt, dass der Impulsoperator eine Eigenba-
sis im Impulsraum besitzt und sich dadurch die Wirkung des Anteils e~ TAT Jeicht im
Impulsraum berechnen ldsst. Die Anteile e~2VAT werden im Ortsraum berechnet. Um
nun e’%VATe_TATe(’%V+“)AT¢T und e%VATeTATe(%V’“)AT@ET explizit auf dem Gitter zu
berechnen wird folgendes Schema verwendet:

1. Berechnung des Potentials V = V(1. 4., 7)

2. Multiplikation von 1) mit e 2VAT und entsprechend ) mit ezVAT
3. Fouriertransformation der Ergebnisse in den Impulsraum

4. Multiplikation mit e **A7 bzw. e A7

5. Riicktransformation der Ergebnisse in den Ortsraum

6. Berechnung von V', wobei die Ergebnisse aus Schritt 5 verwendet werden

7. Multiplikation mit e(=2VHWAT hyw. o(GV-WAT
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3 Gitterrechnung

3.1.1 Berechnung der Wechselwirkungspotentiale

Der potentielle Anteil des Hamiltonians der GPE (2.1) lautet:

/ t 2
V(r) = 8ral(r,t)| —2/d3r’M (3.8)
el ol ]
‘/sr N Vv d
Vir

Da die Simulation auf einem Gitter durchgefiihrt wird, gibt es keine Funktionen, die ver-
wendet werden kénnen, sondern nur die Sitze der Gitterpunkte 1p_, bzw. 1p_. Ausdriicke
wie |9 (r, t)|2 werden Gitterpunkt fiir Gitterpunkt berechnet, so dass auch das Potential
zu jedem Zeitpunkt 7 nur als Satz V. = (V. 1,...,V;,—1) diskreter Werte vorliegt,

W(ﬂ t)|2 = QPT‘ET = (7%,17;7,1, R 7w‘r,n&‘r,n)' (39)

Die einzelnen Schritte zur Berechnung und Diskretisierung des Potentials werde im fol-
genden erléautert.
Vi kann ohne Probleme direkt zu jedem Zeitpunkt 7 berechnet werden:

‘/;r(r) — ‘/sr,i = ‘/sr(ZAT)
= 8ma, i=1,...,n (3.10)

Da es sich bei dem Term 1}, um ein Faltungsintegral handelt, kann zur Berechnung des
Integrals das Faltungstheorem verwendet werden, wonach fiir eine Faltung

F(r) % g(r) = / ar' f(r)g(r — ') (3.11)
gilt
F () * g(r)} = F L)} F{g(r)}. (3.12)

wobei F die Fouriertransformation bezeichnet. Es gilt also fiir das Integral V;;

/d%'—'w" O _ {]—"{W(r, 0} F {i}} . (3.13)

r—rl 7]

Berechnung von }'{i}

||

Da das Potential radialsymmetrisch ist, wird auch eine radial symmetrische Wellenfunk-
tion angenommen. Durch diese Annahme vereinfacht sich die Berechnung der Fourier-

30



3.1 Split-Operator-Methode

transformationen. Die Transformation F {ﬁ} wird analytisch berechnet:

1.
:/_elkrdi’»r
r

oo T

= 27r//rsin(ﬁ)eikrwsw)dﬁdr
00
o 1
u=cos(¥) — =2m //reik”‘dudr
1

0 —

4 o0
= % sin(kr)dr (3.14)

Das divergente Integral 3.14 lasst sich komplett berechnen, indem die Regularisierung

% — e;w verwendet wird. Durch die Regularisierung ergibt sich:

oo

= %/ "sin(kr)d (3.15)

_ [e™(—esin(kr) — k:cos(k:r))]oo

Nl
k k2+62 0 (3.16)

Fiir r — oo verschwinden die Sinus und Kosinus Terme auf Grund der fallenden Expo-
nentialfunktion und man erhélt im Limes ¢ — 0

4Tk
F(k) - e—0 ? k,2 -+ 62
41
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3 Gitterrechnung

Berechnung von F{|y(r,t)]*}

Die Transformation von F{|¢)(r,t)|*} kann nicht analytisch fiir jedes auf dem Gitter
gegebene 1 berechnet werden, sondern muss jeweils einzelnen berechnet werden.

Fm:fwwwﬁz/wmmwmw
=27 / b (r, 1)) *7 <) p2 sin (9)dddr
0 0

_47T

k
0

r [ (r, )% sin(kr)dr (3.18)
Riicktransformation F~! {]—"{|1/1(r,t)|2}}" {ﬁ}}

Mit den beiden Transformationen 3.17 und 3.18 ergibt sich fiir die Riicktransformation:

»Mmzf*{ﬂwwwﬁf{i}}

7|

=53 (k)F(k)e*rd3r
1 oo T 3 .

=1 / F(k)E (k)e* <P k2 sin(9)ddk
m

=— | — /r [ (r, 1)) sin(kr)dr | sin(kr)dk (3.19)
0 0

Fiir die Auswertung der Integrale auf dem Gitter gehen diese in diskrete Summen iiber
und die kontinuierlichen Variablen k& und r gehen ebenfalls in diskrete Werte iiber

r— jAr

k — iAk i,7=1,...,n,
wobei zwischen dem Gitterabstand Ar im Ortsraum und dem Gitterabstand Ak im
Impulsraum die Bezeihung

™

Ar-n

Ak = (3.20)
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3.1 Split-Operator-Methode

gilt. Der Ausdruck 3.19 fiir das Potential Vi,(r) geht damit dann ebenfalls in diskrete
Werte iiber Vi, (r) = Vi, = W(lAr),l=1,...,n— L

n

Vies = 2 Z( in (Z]Ar Uy by jsin(iAk - jAT)AT) sin(iAk - IAT) Ak

mlAr iAk)?

n

2
3.20 —» = Ay Z (zAk (Z]Ar Ur by sin(ij— )) sin(il%)

2 2 — . n . LT . T
lAr \/> ZAk (ﬁ;]Ar Py 1y 5 sin(ij ﬁ)) Sln(zlﬁ) (3.21)

J/

TV
FFT 1

J/

-~
FFT 2

Im letzten Schritt gehen die Summen nur bis n — 1, da fiir 2,5 = n die Sinusterme
verschwinden, sin(im) = 0 und deshalb eine Summation bis n — 1 ausreichend ist, aller-
dings liegt dann auch das Potential nur bis zu einem Wert von r = (n — 1) - Ar vor.
Dies hat zur Folge, dass fiir die weiteren Rechnungen zu jedem Zeitpunkt 7 jeweils der
letzte Gitterpunkt 1, ,, 7757',71 nicht mehr betrachtet wird. Die Sinus-Fourierreihen FFT 1
und FFT 2 werden mit Hilfe einer FFT-Routine! berechnet. Zusammenfassend wird das
Potential Vj,; also berechnet, indem zunéchst der Satz jAr Vrithr i =1,...,n—1mit
der FF'T Routine transformlert und anschliefend mit G Ak)Q ;0 =1,...,n—1 multipliziert
wird. Das Ergebnis wird daraufthin riicktransformiert und noch durch [Ar geteilt. Die
verwendete FFT-Routine hat noch den Vorteil, dass sie mehrere Sequenzen auf einmal
transformieren kann, d.h. die Potentiale Vj.(7) konnen fiir alle Zeitpunkt 7 auf einmal
berechnet werden. Das gesamte Potential V' (r) = V. (r) — 2Vi,(7) zu einem Zeitpunkt 7
erhélt man nun durch punktweise Addition:

V(r) =V, = V(iAr)
= ‘/ér,i — 2‘/11«71' 1= 1, Lo, N (322)

Damit liegt das Potential diskret vor

Ve=rt,o o, Vina) (3.23)

Der letzte Schritt in der Berechnung des Potentials ist die Beriicksichtigung eines Offsets
c. Dieser Offset ist damit begriindet, dass das eigentliche Potential

V(r)= 87ra|¢(r,t)’ /d3 /M

|r

!The NAG Fortran Library, Mark 21; Routine CO6RAF
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3 Gitterrechnung

fiir r — o0 in ein —%—Verlauf iibergeht. Da das Potential aber nur bis zu einem radialen
Abstand r = (n — 1) - Ar berechnet wird, muss der Offset hinzugefiigt werden um den
asymptotischen Verlauf zu garantieren. Der Offset ¢ ergibt sich dann zu

2
Viln—1)-A SR —
(n=1)-Ar)+c =1 A
2
=" —1)-A 24
=c 1) Ar V((n—1)-Ar) (3.24)
Schlieflich ergibt sich dann das Potential zu
VT = (‘/7',17 LR M’,n—l) (325)
= (‘Zr,l + Cy...y ‘N/’r,n—l + C) (326)

Vv VAT

3.1.2 Anwendung von e V27 bzw. ez

Mit den berechneten Potentialen V', kann nun fiir jeden Zeitpunkt 7, jeweils fiir 4. und
1, der erste Teil des entsprechenden Zeitentwicklungsoperators angewandt werden

e 2Ty = T (3.27)
eV = T i=1,...,n—1, (3.28)
woraus sich zu jedem Zeitpunkt 7 zwei neue Sétze ergeben

‘Il‘r - (\IJT,b ceey ‘Pf’nfl) (329)
B, = (U, TUrpy) (3.30)

Auf Grund der Vorgehensweise bei der Berechnung des Potentials wird der Operator nur
bis zum Gitterpunkt ¢ = n — 1 angewandt, da fiir i = n kein Potentialwert vorliegt.

3.1.3 Anwendung von ¢ 727, bzw. eT47

Um die kinetischen Teile

efTAT — eATAT (331)

eTAT — efATAT (332)

der Zeitentwicklungsoperatoren anzuwenden wird ausgenutzt, dass der Laplace-Operator
A, eine Eigenbasis im Impulsraum hat und daher die explizite Berechnung der Ablei-
tungen umgangen werden kann, indem der kinetische Teil im Impulsraum berechnet
wird.

ArAT Y (p) & F {e—mw(k)} (3.33)
e A AT () & F1 {ek2ATQZ(k)} (3.34)
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3.1 Split-Operator-Methode

Zunichst werden also die Sitze ¥, und ¥, aus dem vorherigen Schritt fiir alle 7 mit
Hilfe der FFT-Routine in den Impulsraum transformiert

F{V,,} = <\/>Z]Ar U, ;sin(ij— )) (3.35)

<\/72]A7” W jsin(ij— )) i=1,...,n—1 (3.36)

anschliefend mit e~ (4R AT bzw. e(iAk)2AT multipliziert, das Ergebnis in den Ortsraum

zuriick transformiert und schlieBlich wieder durch [Ar geteilt:

o 1 —(iAk)2AT [ s
o= Ay \/> ( ZJ Ar - W sin(ij — ) sin (il ) (3.37)
- FFT 1 g .
FFT 2
b ! (iAk)2A \/7 LT
T IAY e Ar- ¥, = ,
Pry ~ \/72 e < Z] r- VU, ;sin(ij— ) sin (i n) (3.38)
N FFT 1 . }
FFT 2

Dadurch ergeben sich wieder fiir alle 7 jeweils zwei Sétze von Gitterpunkten:

(éq- = (Q_ST,]J ceey Q_ﬁr,n—l) (339)
d)fr - (Qbr,h ety ¢T,n—1) (340)

Auf Grund der verwendeten Sinus-Fourierreihen werden wieder nur die Gitterpunkte bis
1 =n — 1 berechnet, da fiir ¢ = n die Sinusterme verschwinden.

3.1.4 Anwendung des letzten Terms

und e—TAT , eTAT
%V-F;,L)AT 7

1
Die ersten beiden Terme der Zeitentwicklungsoperatoren e 2VAT ezVAT

wurden schon auf das Gitter angewandt, es verbleibt jeweils der letzte Term e~
bzw. e(zV-WAT Die Vorgehensweise ist analog zu der im Abschnitt 3.1.1 und 3.1.2:
Zuerst werden jeweils mit den Sitzen ¢, und ¢._ zu jedem Zeitpunkt 7 die Potentiale V',
berechnet und diese dann verwendet um den letzten Teil der Zeitentwicklungsoperatoren
anzuwenden

Yry1; = e(_%VT’ﬁ”)AT(ﬁn (3.41)
Gry1y = eGVrimWATG i=1,...,n—1. (3.42)
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3 Gitterrechnung

3.2 Anschlussbedingungen

Die Startwellenfunktionen, die zur Initialisierung des Gitters benétigt werden, sind die
Losungen eines TDVP, das als Ansatz eine Superposition von 3 Gaufifunktionen ver-
wendet [14]. Da dieses aber nur ein Naherungsverfahren zur Losung der GPE ist, sind
auch die daraus resultierenden Wellenfunktionen nicht die exakten Losungen. Die An-
wendung des Zeitenwicklungsoperator U (7, 70) auf eine Wellenfunktion zum Zeitpunkt 7,
liefert daher im Allgemeinen nicht die selbe Wellenfunktion, wie die aus der analytischen
Rechnung stammende (siche Abb.3.2).

A

U(T7 T0)¢TO,Start = ’l:b,,. 7£ ’(th,Start (343)

Um eine stetige Losung zu erhalten muss aber die Gleichheit gelten:

~

U(r, o), — b, = 0 (3.44)

Da das Potential V = V(v , 1570) von den Wellenfunktionen ., , 1/;T0 zum Zeitpunkt

R YR

O 1@ Oy 310 O3 1310 Oy

Oz 1220 O a9 320 O3 320 Oy
O3 3@ O3 338 O3 3 3308 Oy3
014 19.4@ OYg 4 )34@ O3y 340 Oy4

OY15 o 5@ Oy 3 5@ O35 V358 Oys

O P2 6@ Oog Y3 6@ O3 P36@ Oyg

Abbildung 3.2: Die Anwendung von Zeitentwicklungsoperatoren auf Startwellenfunktio-
nen (leere Kreise) liefert Werte (ausgefiillte Kreise), die nicht mit den
Startwerten am darauf folgenden Zeitpunkt iibereinstimmen. Fiir je-
den Zeitpunkt wird der entsprechende Operator berechnet und einmal
angewandt.

7o abhéngt, kann man Gleichung (3.44) als eine Funktion auffassen, deren Nullstelle
gesucht ist:

[ty r) = €T S — g, (3.45)
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3.2 Anschlussbedingungen

Wendet man zu jedem Zeitpunkt den entsprechenden Zeitentwicklungsoperator auf die
Wellenfunktionen an, so ergibt sich eine mehrdimensionale Funktion f , deren einzelne
Komponenten f; allerdings nicht von allen Gitterpunkten abhéingen, sondern nur von den
Gitterpunkten, die zum entsprechenden Zeitpunkt gehoren. Die jeweiligen Operatoren
werden nur einmal auf die dazugehorigen Wellenfunktionen angewandt. Die periodischen
Randbedingungen (2.112,2.113) liefern noch zwei Bedingungen an das System, die erfiillt
werden miissen:

F=
1l
< €

Mit der Bedingung (3.47) kann das System noch vereinfacht werden. Einerseits gelten
die Forderungen

U1y = ¥y, und U1y = ¥, (3.48)

andererseits gilt aber auch Bedingung (3.47). Beide Bedingungen kénnen also zu einer
zusammen gefasst werden:

Um—lwmfl = Um—ld_)m—l (349)

Weiterhin wird noch berticksichtigt, dass auf Grund der verwendeten FFT-Routine fiir
die letzten Punkte 9., und 9., zu jedem Zeitpunkt 7 gilt, dass

Yrn = (3.50)
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3 Gitterrechnung

Dies hat zur Folge, dass jeder Satz an Gitterpunkten 1, wp_ nur noch aus jeweils n — 1
Werten besteht. Damit ergibt sich f zu:

Filaby) = Ur ()11 — o

f2(¢1) = 01(¢1)¢1,2 - 77/12,2

fn—1(1/J1) = Ul(¢1)¢1,n—1 — Yan—1
fn(¢1) = 1(¢1)¢1,1 - 77/712,1

S

f~2(n71)(¢1) = [71(151)1?1,7%1 - &Q,nfl
Fotno1y11(a, ) = Us(w, )01 — U3

fQ(nfl)-(me)(¢m727¢mf2) = Um 2(1,0 2)'&m72,n71 - @mel,nfl

f2(n71)-(m72)+1(wm—17wmfl) = m—1(¢ 1)¢m—1,1
- m—l(d’m—lv@m—l)djm_l,l

m—2» 1/Jm7
m—1> mef

f2(n71)-(m72)+n71 (,(vbmfb &mfl) = Um—l (’ltbmfl? Qﬁmfl)'@bm—l,n—l

A

— Un1(%y 1, ¥y 1) U101

Die Funktion f ist noch nicht exakt die Funktion, deren Nullstelle gesucht ist, da bisher
die Norm- und Energieerhaltung, sowie der exakte Wert von A7 und p noch nicht in die
Diskussion eingegangen sind.

3.2.1 Reduktion der Variablenanzahl

Da bei der Anwendung des Zeitentwicklungsoperators (7, n) auf Grund der verwendeten
FFT-Routine die letzten Gitterpunkt %, , und JJTW immer Der Zeitentwicklungsoperator
erhélt die Norm und Energie. Geht man von einer normierten Wellenfunktion bei einer
gegebenen Meanfieldenergie E ¢ gon aus und propagiert um einen Zeitschritt, so ist auch
die propagierte Wellenfunktion normiert bei gleicher Energie. Wenn alle Anschlussbedin-
gungen erfiillt sind und die Wellenfunktion am ersten Zeitpunkt normiert ist, so bleibt
die Meanfieldenergie wihrend des Bounce erhalten und zu jedem Zeitpunkt liegt eine
normierte Wellenfunktion vor. Um sicher zu stellen, dass Norm und Meanfieldenergie
erhalten bleiben wird das System um zwei Variablen reduziert, ¢, und 9. In das
Newtonverfahren gehen diese beiden Variablen nicht mehr ein, sondern nur der redu-
zierte Satz 1), mit n — 3 Variablen, der durch die Normierung von v, auf v, gegeben
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3.2 Anschlussbedingungen

ist,

i = Viitz , i=1,...,n—3. (3.52)
Y11

Um wieder auf den vollen Satz 1»; mit n — 1 Variablen zu gelangen, den man intern
wéhrend eines Newtonschritts fiir die Berechnung und Anwendung des Operators U, ()
benotigt, muss man 4 1, 112 unter der Bedingung der Normierung von 1, auf 1 und
einer vorgegebenen Meanfieldenergie aus @El wieder zuriick gewinnen. Uber die Normie-
rung wird ¢ ; bestimmt und v, » dient dazu, die vorgegebene Meanfieldenergie Fi,¢son
zu erreichen. Um auf den vollen Satz 1, zu kommen wird zunéchst ein ¢ der Dimension
n — 1 mit

d) = <¢17 ¢27 1;17 v 71/;71,—3) (353)
angesetzt, aus dem sich das gesuchte 1), ergibt. Folgendes Schema wird verwendet:
1. Auf Grund der Normierung von 1/;1 auf ¢ gilt immer: ¢; =1

2. ¢ wird in Abhéangigkeit von ¢5 auf 1 normiert:

N(62) = (B(ho)|d(2)) = 1 (3.54)
1 ~
= mqb(%) = ¢(¢2) (3-55)

¢(¢2) ist also auf 1 normiert.

3. Berechnung der Meanfieldenergie nach Gleichung (2.111) in Abhéngigkeit von ¢s:
Emf - Emf(¢2)

= —{(@(62)| Al B(62)) + 5 {B(62) Ve + Virl d(92)) (3.56)

N | —

4. Losen der Gleichung Epsson — Eme(¢2) = 0 mittels einer eindimensionalen Null-
stellensuche = Nullstelle bei ¢

5. Einsetzen von ¢o in ¢(¢h2): o = dap

6. Normieren von ¢(¢q,) auf 1 = mtb(@,o) =1,

Damit hat man nun wieder den vollen, normierten Satz an Gitterpunkten 1), bei der
vorgegebenen Meanfieldenergie Eygon. Fiir das Newtonverfahren ergibt sich also der
Vektor & der Dimension 2(n — 1)(m — 2) +n — 1 zu:

T = (121,17 e ,1/;1,%3, Vo1 sWan 10215 Vom 1,031, Um—1m1) (3.57)
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3 Gitterrechnung

Wie im Kapitel 3.2 schon erwédhnt, ist die dort aufgestellte Funktion f noch nicht exakt
die, deren Nullstelle berechnet wird. Die erste von zwei Modifizierung ergibt sich durch
die eben diskutierte Reduktion von 1), auf 1),. Die zweite Modifizierung ergibt sich nun
noch aus der Reduktion der Dimension von f. Da sich die Dimension von @ im Vergleich
zu Kapitel 3.2 um zwei verringert hat, muss auch f um zwei Dimensionen verringert
werden, da das Newtonverfahren sonst nicht anwendbar ist. Es werden allerdings nicht
die beiden zu 1; ; und ¥ o gehorigen Gleichungen

() = Ui())¥r1 — ¥aa (3.58)
Fo(y) = Ui ()12 — o (3.59)

gestrichen. Werden diese Gleichungen gestrichen, so werden die Anschlussbedingungen
fiir ¢1 1 und 9 2 bei Konvergenz des Verfahrens nicht zwangsléufig erfiillt. Dies hat zur
Folge, dass zwar die Wellenfunktion 1), bei der vorgegebenen Energie E¢gson liegt und
normiert ist, aber alle folgenden Wellenfunktionen zu spéteren Zeitpunkten bei einer
anderen Energie liegen und nicht normiert sind, da nur ein Teil der Wellenfunktion ),
durch den Zeitentwicklungsoperator propagiert wird. Daher werden zur Reduktion von
f die ersten beiden Gleichungen zum Zeitpunkt m — 1 gestrichen:

Fatn)-m=21 (@13 1) = U1 (1%, 1)t

— Ut ($r11s Bt 1 (3.60)
f2(n 1)-(m— 2+2(¢ 17¢m 1) = Um 1 (Y, TZ 1)¢m712

L (G R [ (3.61)

Die daraus entstehende Funktion f hat dann die passende Dimension 2(n —1)(m —2) +
n— 3.
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3.3 Lineare Extrapolation

3.3 Lineare Extrapolation

Die beschriebene Methode ist unabhéngig davon, bei welcher Meanfieldenergie sie durch-
gefithrt wird. Das Verfahren funktioniert auch bei Energien zwischen der Energie der
eigentlichen Bounce-Trajektorie und der Energie beim instabilen Fixpunkt gpi.. Da fiir
die Energie der eigentlichen Bounce-Trajektorie keine Startwerte zur Verfiigung stehen,
sondern nur Startwerte in der Ndhe des Fixpunkts vorhanden sind wird mit diesen Wer-
ten gestartet und anschlieend eine lineare Extrapolation basierend auf den Daten von
zwei gefundenen periodischen Bahnen durchgefithrt um Startwerte fiir eine neue Bahn
zu erhalten, die nidher bei der eigentlichen Energie der Bounce-Trajektorie liegt (sie-
he Abbildung 3.3). Da die Periodendauer der periodischen Bahnen gegen Unendlich

— Bt A

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung des Potentials V(q) zur Veranschaulichung
der Vorgehensweise. B; bezeichnen die periodischen Bahnen bei Ener-
gien zwischen dem instabilen Fixpunkt ¢, und Energie der Bounce-
Trajektorie. Von B; und B, ausgehend werden Startwerte fiir By durch
eine lineare Extrapolation generiert. Ist die Bahn Bz gefunden, werden
mit By und Bj die Startwerte fiir B4 erzeugt, usw.

strebt, wenn man sich der eigentlichen Bounce-Trajektorie annéhert, kann diese nicht
exakt gefunden werden. Eine Rest-Energiedifferenz bleibt demnach immer vorhanden.
Die lineare Extrapolation wird Gitterpunkt fiir Gitterpunkt berechnet. Fiir zwei gleiche
Gitterpunkte 1/}5 + und vE2 | baw. &f + und Qﬁf % bei verschiedenen Energien £y und F

TJ ! _
ergibt sich fiir die Extrapolation zu einem neuen Gitterpunkt wfj, bzw. ¢fj bei einer

41



3 Gitterrechnung

Energie E:

By _ B
£ Y Vg )4yt

m E, — Ey
A,
= %(E — Ep) + ¢ (3.62)
_ A, _
Uy = (B = B) + 4 (3.63)

Bei der Extrapolation darf die gewéhlte, neue Energie nicht zu weit von der vorherigen
entfernt sein, da die Startwerte sonst zu stark von der Nullstelle entfernt sind und das
Newtonverfahren nicht konvergiert. Analog werden auch die Startwerte fiir A7 und p
berechnet:

5 _ WP — ™

E-FE =
H By — B ( 2) + K
A
- A—Z(E — By) + pP (3.64)

5 ATE2 — ATEA

A
T E, — E,

(E — Ey) + At™ (3.65)
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3.4 Newtonverfahren

3.4 Newtonverfahren

Das mehrdimensionale Newtonverfahren zur Nullstellensuche einer Funktion f(x) star-
tet von einem Punkt x, in der Ndhe der gesuchten Nullstelle. Um von «, ausgehend
zum néchsten Punkt x, ., zu gelangen gilt:

Ty = @, — J () f () (3.66)

Hierbei ist J(x,,) " die Inverse der Jacobimatrix. Die Jacobimatrix ist definiert als J;; =
%. Mit der Definition
J

Az, = —J(z,) " f(x,) (3.67)

und anschlieBender Umformung
J(x,) Az, = —f(x,) (3.68)

lasst sich das Az, als Losung eines linearen Gleichungssystems bestimmen. Fiir den
néchsten Punkt @, ergibt sich dann:

Tpi1 = T, + Az, (3.69)

Wenn das Newtonverfahren konvergiert, so liegt jedes weitere &, ndher an der Null-
stelle, als das vorherige «,,.

3.4.1 Jacobimatrix

Die Jacobimatrix J; kann in Abhéngigkeit von n und m sehr grofl werden, was dazu
fithrt, dass sie nicht komplett abgespeichert werden kann. Fiir n = 100 und m = 100
ergibt sich beispielsweise eine Matrix mit

2(n —1)(m —2)+n—3]-[2(n —1)(m —2) +n —3] ~ 3,810 (3.70)

Eintragen. Auf Grund der Struktur von f ergibt sich allerdings eine Matrix mit Band-
struktur, deren Eintrdge grofitenteils 0 sind, da zur Konstruktion von f nur néchste
Nachbarn betrachtet werden. Die daraus entstehende Jacobimatrix ist in Abbildung 3.4
schematisch dargestellt

Die entstehende Bandstruktur wird nun ausgenutzt, indem nur die Hauptdiagonale,
sowie die oberen und unteren Nebendiagonalen abgespeichert werden. Die Anzahl k, der
oberen Nebendiagonalen betrigt k, = n — 3, die Anzahl k; der unteren k; = 3n — 2. Mit
a=2(n—1)(m —2)+n — 3 der Anzahl der Elemente auf der Hauptdiagonale ergibt
sich mit den oben angenommenen beispielhaften Werten fiir n und m die Anzahl M der
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3 Gitterrechnung

n-3
-1
af | -
2(n-1) Oxy . O
-1
-1
of
(91‘22'

-1
-1
of
O Oxp_9;
-1
of
Oxp_1
Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der Jacobimatrix J .
abzuspeichernden Matrixelemente zu:
ke ki
M:a+2(a—i)+2(a—z)
i=1 i=1
B2+ Kk, + K4k
= alky + ki +1) — ; il
~7,7-10° (3.71)

Ist die Matrix an der Stelle x,, aufgestellt, wird das lineare Gleichungssystem (3.68)
mittels einer LU-Zerlegung? der Matrix geldst werden. Die Losung Az, fithrt dann
nach (3.69) auf die néchste Stelle @,,;. Mit den neuen Werten x,; wird der néichste
Newtonschritt gestartet, wobei keine neue Reduktion durchgefiithrt werden muss, da das
Verfahren mit dem reduzierten Satz '&1 arbeitet. Der Vorgang wird iterativ fortgesetz,
bis das Verfahren konvergiert und damit die Losung des Gleichungssystems f(x) = 0
gefunden ist.

2The NAG Fortran Library, Mark 21; Routine FO7BDF
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3.4 Newtonverfahren

3.4.2 Ubergeordnetes Newtonverfahren

Bis einschlieilich zum Zeitpunkt m —1 smd mit f alle Anschlussbedingungen abgedeckt,
nur die Randbedingung Uy W, = Up_12p, wird fiir die ersten beiden Gitterpunkte
nicht erfiillt. Da aber auch diese fiir eine korrekte, stetige Losung erfiillt werden miissen,
werden zwei weitere Parameter benotigt. Diese Parameter sind gerade das noch nicht
betrachtete A7 und u, welche als Naherungswerte ebenfalls aus den analytischen Rech-
nungen stammen. Fiir die exakte Losung miissen auch A7 und p noch angepasst werden.
Sowohl die Erfiillung der beiden Randbedingungen, als auch die Bestimmung der exakten
Werte von A7 und p wird mit Hilfe eines, dem eigentlichen zur Losung von f = 0 ver-
wendeten Newtonverfahrens NV; iibergeordnetem Newtonverfahren NV, erreicht. Die
Funktion g(AT, i), deren Nullstelle mit dem iibergeordneten Verfahren gesucht wird,
ergibt sich zu:

(
— Ut (1 Py, AT, u) o1 (3.72)
gQ(AT7 /’[/) = Um 1(¢m 17¢m lvAT M>¢m71,2
- Um—l(?ﬁmfl’ 17bm717 AT? lj’)q/_)m—l,Q (373)

991 Oq1
_ IAT  Ou
J g — dg2  0g2

OAT  Ou

Die Jacobimatrix hat die Form:

Betrachtet man NV, so gehen in dieses Verfahren 1,1 1, 1/_Jm_1,1, Ym—12 und lﬁm_m
als Variablen ein. Um also g iiberhaupt aufstellen zu kénnen muss zuerst NV¢ durch-
gefiithrt werden. Zum Aufstellen der Jacobimatrix J, muss fiir jeden Eintrag ebenfalls
das Verfahren NV gelost werden.
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4 Diskussion der Simulation

Die Konvergenz des Verfahrens ist sehr stark davon abhéngig, wie gut die Startwerte,
sowohl fiir die einzelnen Gitterpunkte, als auch fiir die Parameter p, 7 sind. Sind diese
zu weit von den eigentlichen Werten entfernt, konvergiert das Verfahren nicht. Mit den
zur Verfiigung stehenden Startwerten konnte leider keine vollstdndige Bounce-Bahn be-
rechnet werden. Alle Daten, wurden fiir eine Streuldnge von a = —0,9 berechnet. Aus
Startwerten fiir eine periodische Bahn bei einer Energie von E,; ~ —0,10377 konnte
mit dem beschriebenen Verfahren eine Losung bestimmt werden. Ausgehend von dieser
Losung und einer stationdren Wellenfunktion am instabilen Fixpunkt bei einer Energie
von Euygstar =~ —0,10358 wurden mit Hilfe der linearen Extrapolation Startwerte fiir
eine weitere Bahn generiert, fiir die das Verfahren ebenfalls konvergierte. Weitere Bah-
nen konnten allerdings nicht gefunden werden. Im Folgenden werden kritische Punkte
diskutiert, die dazu beitragen, dass keine weitere Losung gefunden werden konnte.

4.1 Maximaler radialer Abstand

Da zur Berechnung des langreichweitigen Potentials und des Zeitentwicklungsoperators
Fouriertransformationen benétigt werden, muss darauf geachtet werden, den maximalen
radialen Abstand r., grof genug zu wahlen, da sonst der Gitterabstand im Fourierraum
Ak zu grof ist, um die Wellenfunktion im interessanten Bereich, in dem sie noch nicht
auf 0 abgefallen ist gut darzustellen. Der Zusammenhang zwischen r,,,, und Ak lautet

™

Ak =

7”‘I]’IELX

Fiir einen konstanten Wert an Gitterpunkten n = 64 zeigt Abbildung 4.1 diesen Zusam-
menhang. Alle weiteren Rechnungen wurden mit 7., = 20 durchgefiihrt, da bei diesem
Wert sowohl im Orts- als auch im Fourierraum die Wellenfunktionen mit ungeféahr gleich
vielen Gitterpunkten im interessanten Bereich dargestellt werden.
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4 Diskussion der Simulation
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Abbildung 4.1: Zusammenhang zwischen Ak und dem maximalen radialen Abstand
Tmax- Mit abnehmendem maximalen Abstand wird Ak grofler und die
Wellenfunktion wird im Fourierraum weniger genau dargestellt.
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4.2 Anzahl der Gitterpunkte

Fiir die Fouriertransformationen wird eine FFT-Routine verwendet, welche als Vorgabe
hat, dass die Anzahl der Gitterpunkte eine Potenz von 2 ist, da dann die Routine am
effektivsten und schnellsten arbeitet. Dies schrinkt die Anzahl der Gitterpunkte von
vorne herein ein. Die Anzahl der Gitterpunkte sollte moéglichst hoch sein, um bei der
Diskretisierung der Wellenfunktionen so wenig wie moglich Informationen iiber selbige
zu verlieren und dadurch die Simulation so genau wie moglich zu gestalten. Eine hohe
Anzahl an Gitterpunkten resultiert in ein grofies Gleichungssystem, welches mit stei-
gender Anzahl an Gleichungen schwieriger zu losen ist. Zusétzlich zur Komplexitét des
Gleichungssystems tritt noch ein numerische Problem bei der Berechnung der Exponen-
tialfunktionen wéhrend der Operatoranwendung auf. Wie in Kapitel 3.1 beschrieben,
wird im 4. Schritt der Operatoranwendung die Wellenfunktion 4f_ im Impulsraum zu
einem Zeitpunkt 7 mit einem Faktor @ = ek ATk = 4 - Ak multipliziert. Je hoher
die Anzahl n der Gitterpunkte gewéhlt wird, desto gréfere Werte nimmt also auch der
Faktor a an. Von einer Gittergréfie n = 256 und

AT =~ 0,02528,
Tmax = 20
= Ak ~ 0,157
= kpax ~ 40

ausgehend ergibt sich das Problem, dass fiir k& — kpayx die Wellenfunktion 1 Werte in
der GréBlenordnung 107 (Abbildung 4.2 a.) ) und der Faktor « in diesem Bereich Werte
der GroBenordnung 10" annimmt (Abbildung 4.2 b.) ). Bei der Anwendung e¥47)_
fiihrt dies dann dazu, dass fiir & — k. die Wellenfunktion 1,57 wieder exponentiell
ansteigt (Abbildung 4.2 d.)), was aber nicht gewiinscht ist und im weiteren Verlauf
des Verfahrens, insbesondere bei der Riicktransformation in den Ortsraum, zu Fehlern
fithrt. Im Vergleich dazu zeigt Abbildung 4.3 die Wellenfunktion o - b im Impulsraum
auf einem Gitter mit n = 64 Gitterpunkten und ansonsten gleichen Werten fiir A7, 7y.x
und Ak (kmax =~ 10). Der exponentielle Anstieg fiir k& — kpyay ist hier nicht vorhanden
und die Wellenfunktion geht wie gewiinscht gegen 0.
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4 Diskussion der Simulation
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Abbildung 4.2: a.) ¥, im Impulsraum bei einer Gittergrofie von n = 256 dargestellt fiir
k — kpax vor der Anwendung von ki AT, b.) Der Faktor a = ek AT k=
i - Ak mit At ~ 0,02528 und Ak ~ 0,157. c.) « - p_ fiir kleine k im
Vergleich zu d.) fiir grofie k, wobei der exponentielle Anstieg hier deutlich
zu erkennen ist.
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4.3 Der Wert von At - Meanfieldenergie

0.6
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Abbildung 4.3: a - 1 auf einem Gitter mit n = 64 Gitterpunkten, A7 ~ 0,02528,
kmax ~ 10

4.3 Der Wert von A7 - Meanfieldenergie

Bei der Zerlegung des Zeitentwicklungsoperators nach der Baker-Hausdorff-Formel wird
ein Fehler der GroBenordnung O(A7?) gemacht. Dieser Fehler flieft in die Erhaltung der
Meanfieldenergie wiahrend eines Bounces ein. Je kleiner A7 gewéhlt wird desto kleiner ist
die Abweichung der Meanfieldenergie zwischen den einzelnen Zeitpunkten, Abbildung 4.4
verdeutlicht dies. Beide dargestellten Energieverlaufe ergeben sich aus Rechnungen, mit
jeweils den gleichen Startwerten. Der Unterschied besteht allerdings darin, dass eine un-
terschiedliche Anzahl an Zeitpunkten zur Diskretisierung verwendet werden, woraus sich
dann auch jeweils unterschiedliche Werte fiir A7 ergeben. Zur Berechnung der griinen
Kurve wurden 101 Zeitpunkte verwendet, was zu einem A7 = 0,03787 fiihrte, die roten
Kurve mit 151 Zeitpunkten ergab ein A7 ~ 0,02523. Beide Kurven wurden fiir eine
vorgegebene Meanfieldenergie von E; ~ —0,10377 gerechnet. Die rosa Kurve gehort zu
der zweiten gefundenen Bahn, welche eine Meanfieldenergie von E,; = —0,10388 hatte.
Es ist deutlich zu erkennen, dass eine Erhohung der Anzahl der Zeitpunkte zu einer
wesentlich konstanteren Energie fiithrt. Bei der Kurve, die mit 101 Zeitpunkten gerech-
net wurde, ergibt sich in der Energie eine maximale prozentuale Abweichung relativ zu
der Energie beim ersten Zeitpunkt von ~ 0,057%, bei der Kurve mit 151 Zeitpunkten
eine Abweichung von ~ 0,013%. Ein wichtiger Punkt bei dieser Betrachtung ist, dass
die Rechnungen nur die halbe Periode umfassen und daher die Energie nach einer vol-
len Periode aufgrund der Symmetrie ¢(7) = 9)(—7) wieder den gleichen Wert annimmt
wie zum ersten Zeitpunkt. Da die Anzahl der Zeitpunkte zwar beliebig gewéahlt werden
kann, aber dann konstant ist, so fithrt dies im Laufe der Rechnungen dazu, dass A7 mit

o1
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Abbildung 4.4: Zusammenhang zwischen der Erhaltung der Meanfieldenergie und der

Anzahl der Zeitschritte, bzw. dem Wert von A7. Dargestellt ist die halbe
Periodendauer. Die griine Kurve wurde auf einem Gitter mit 101 Gitter-
punkten und A7 ~ 3.78708 - 10~2 gerechnet, die rote Kurve auf einem
Gitter mit 151 Punkten und A7 ~ 2.52336 - 10~2. Die rosa Kurve wurd
auf einem Gitter mit 151 Punkten und A7 =~ 5.053952 - 10~2gerechnet.
Zum Vergleich ist die Energie am instabilen Fixpunkt £ =~ —0,10358
(blau) eingetragen.

abnehmender Energie immer grofler wird und damit die Split-Operator Ndherung immer
schlechter wird.

4.3.1 1D-Nullstellensuche

Ein weiterer kritischer Punkt ist die Nullstellensuche zur Riickgewinnung des vollen
Satzes an Gitterpunkten, welche dazu dient v; o zu bestimmen. Das Problem hierbei ist,
dass nicht immer eine Nullstelle gefunden wird und deshalb der Wert verwendet wurde,
der der Nullstelle am néchsten liegt. Dies fithrt dazu, dass nicht exakt die Energie am
ersten Zeitpunkt vorliegt, die eigentlich vorgegeben wurde.
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4.4 Potentialberechnung

4.4 Potentialberechnung

Die Berechnung des Potentials (vgl. Abschnitt 3.1.1) ist ein unkritischer Schritt des Ver-
fahrens. Das Potential zu einem beliebigen Zeitpunkt 7 ergibt sich wie in Abbildung
4.5 dargestellt. Zu unterschiedlichen Zeitpunkten unterscheidet sich der Verlauf des Po-
tential qualitativ nicht, nur die Tiefe des ”Topfes” verdndert sich im Laufe der Zeit.

V(T’) 0 . . . .

Abbildung 4.5: Das Potential (rote Punkte) zu einem beliebigen Zeitpunkt 7 und ein —2
Potential (griin). Zur deutlicheren Darstellung wurde das Potential auf
einem Gitter mit n = 512 Punkten berechnet.

4.5 Gefundene periodische Bahnen

Wie in Abschnitt 3.3 beschrieben konnen Startwerte fiir eine periodische Bahn, die bei
einer etwas niedrigeren Energie liegt durch eine lineare Extrapolation erhalten werden,
wozu allerdings zwei Bahnen zur Verfiigung stehen miissen. Die erste dafiir benotigte
Bahn ist die stationdre Losung am Fixpunkt, die zweite Bahn ergibt sich aus einer
Rechnung mit Startwerten, die aus einem TDVP erhalten werden, die Meanfieldenergie
Ene1 = —0,10377 liegt hierbei nur etwas unterhalb der stationéren Losung Epfax =
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4 Diskussion der Simulation

—0.10358. Gerechnet wurde mit einer Streuldnge von a = —0,9 ;| bei welcher die Mean-
fieldenergie der Bounce-Bahn bei E, ¢, = —0,13393 liegt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir diese Bahn ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Betrachtet man Abbildung 4.6 b.), so ist
gut zu erkennen, dass die Amplitude der Dichte immer gréfer wird, wihrend man sich
dem Umkehrpunkt néhert. Am Umkehrpunkt ist das Maximum erreicht und die Ampli-
tude nimmt beim Riicklauf wieder ab. Da die Norm erhalten ist, nimmt mit zunehmender
Amplitude die Breite ab, was allerdings aufgrund der relativ kleinen Anderungen nicht
sehr gut sichtbar ist. Man hat also wahrend einer periodischen Bahn eine Dichte vorlie-
gen, die zu Beginn weniger scharf lokalisiert ist, beim Umkehrpunkt stérker lokalisiert
ist und anschlieffend wieder weniger scharf lokalisiert ist. Mit der obigen Bahn, bzw. den
dazugehorigen Wellenfunktionen und der stationdren Losung wurde eine lineare Extra-
polation durchgefiihrt um die Startwerte fiir die ndchste Bahn zu finden. Diese Startwerte
waren gut genug um das Verfahren zur Konvergenz zu bringen. Die Energie der gefunde-
nen Bahn lag dabei bei Ey,¢o = —0,10388. Das Verhalten der Wahrscheinlichkeitsdichte
ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Auch hier zeichnet sich der qualitativ gleiche Verlauf
wie bei der vorigen Bahn ab.
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4.5 Gefundene periodische Bahnen
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Abbildung 4.6: Der zeitliche Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte bei einer Meanfield-
energie Fy,y = —0,10377 und einer Streuldnge a = —0,9, das Gitter be-
steht aus n = 64 Raumpunkten und m = 151 Zeitpunkten. a.) Die Dichte
in Abhéngigkeit von r zu verschiedenen Zeiten, startend bei 7 = —3,785
bis zum Umkehrpunkt bei 7 = 0 b.) Der erste Gitterpunkt der Dichte
¥r19-1 wird heraus gegriffen und der zeitliche Verlauf dieses Punktes
wird fiir die gesamte Periode dargestellt. Der Umkehrpunkt liegt bei
T7=0
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Abbildung 4.7: Die Wahrscheinlichkeitsdichte in Abhéngigkeit von r fiir verschiedenen
Zeiten
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde ein Verfahren vorgestellt, mit dessen Hilfe auf Raum-Zeit-Gittern das Verhal-
ten der Wellenfunktionen wiahrend eines Bounce simuliert werden kann, indem man bei
dem energetisch niedrigeren Fixpunkt startet und schrittweise in Richtung der Ener-
gie der Bounce-Bahn geht. Mit Hilfe dieses Verfahrens konnten fiir eine Streuléinge von
a = —0,9 ausgehend von der stationdren Losung am Fixpunkt periodische Bahnen ge-
funden werden. Die Bahn, die den geringsten energetischen Abstand zu der Energie der
Bounce-Bahn hat lag bei einer Energie von ;o = —0,10388, welche noch relativ weit
von der eigentlichen Energie der Bounce-Bahn entfernt ist. Mit den zwei gefundenen
Bahnen konnten keine weiteren Startwerte produziert werden, die gut genug fiir eine
Konvergenz des Verfahrens sind. Dies liegt an der Instabilitédt des Verfahrens beziiglich
der Startwerte und der beschriebenen Problematiken. Das Verfahren kénnte verbessert
werden, indem man vor der Addition der Ax,-Werte iiberpriift wird, ob diese dazu
fithren der Nullstelle ndher zu kommen [15]. Ist dies nicht der Fall, so wird nicht das
gesamte Ax,, addiert, sondern nur ein Teil A - Az,, A € (0,1). Das Problem der grofier
werdenden Zeitintervalle A7 bei der Annédherung an die Bounce-Bahn kénnte mit ad-
aptiven Mitteln gelost werden. Hierzu miisste wéihrend der Simulation dafiir gesorgt
werden, dass das Zeitintervall bei jedem Schritt Richtung Meanfieldenergie der Bounce-
Bahn konstant bleibt und dementsprechend die Anzahl der Zeitpunkte gedndert wird. In
Hinblick auf die Extrapolation muss dann auch der vorherige Schritt in der Energie mit
der neuen Anzahl an Zeitpunkten gerechnet werden. Zusétzlich zu der Einstellung der
Meanfieldenergie am ersten Zeitpunkte konnte man zu jedem Zeitpunkt eine solche Ein-
stellung vornehmen, indem man jedes v, reduziert und so eine Moglichkeit bekommt,
die Meanfieldenergie konstant zu halten.
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