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l.1.

Einleitung

Was ist Licht?(Neu)

Im Gegensatz z. B. zu elektrischen Ph&nomenen sind optische leicht und direkt zu be-
trachten, jedoch schwierig zu interpretieren (Verstehen = Interpretieren!) — Optische
Instrumente / Technik.

Demokrit (460-371 v. Chr.): Atomistisches Modell, d. h. alle Objekte bestehen aus
Atomen, die sich durch den leeren Raum bewegen. Lichtstrahlen sind ein gerad-
liniger Fluss von ,Licht-Teilchen“. Farbe beruht auf verschiedenen Formen oder
Grofen der Lichtteilchen

Aristoteles (384-322 v.Chr.): Leerer Raum inakzeptabel. Licht keine Substanz,
sondern eine Qualitat. Farbe ist eine sichtbare Eigenschaft von Objekten. Licht ist
die ,,Farbe des Transparenten®.

R. Boyle (1622-1691): Korpuskular-Theorie des Lichts. Verschiedene Farben ent-
sprechen verschiedenen Geschwindigkeiten.

René Descartes (1596-1650) ,,Plenistic theory“: Globales, raum-fiillendes Medium.
Physikal. Vakuum = Widerspruch in sich selbst. Res extensa; drei Typen von Mate-
rie, die zusammen den Raum vollstéindig ausfiillen. Diese Typen sind: ,,Ather*, , Ku-
gelférmige (starre) Materie”, Volumen-Materie (bulk). Licht resultiert aus
Druck auf Kugel-Materie durch Ather. Wegen direktem Kontakt ist die Licht-
geschwindigkeit unendlich grofs.

R. Hooke (1635-1703): Licht als Longitudinal-Welle im Ather. Farben entsprechen
verschiedenen Modifikationen von weifsem Licht.

Isaac Newton (1643-1724): Korpuskular-Theorie des Lichts. Zerlegung von weifem
Licht (Prisma) in unzerlegbare (Farb-) Bestandteile. Einflussreich: Optics Band 1-3

J.B. Biot (1770-1862): Letzter Vertreter der Korpuskular-Theorie. Licht-Teilchen
durchdringen Oberfliche, wenn sie mit scharfer Spitze auftreffen, und werden re-
flektiert, wenn sie mit flacher Seite auftreffen.

T. Young, 1817: Licht besteht aus transversalen Wellen.

Ende des 19. Jahrhunderts, Krise: Negatives Ergebnis des Michelsen-Morley-Ex-
periments (Ather). Aufserdem nach Rayleigh-Jeans: UV-Katastrophe der Schwarz-
korperstrahlung: Energiedichte ~ w?kgT



I. Einleitung

e Max Planck (1858-1947): Losung iiber Quantisierung der Oszillator-Energien in

den Gefafs-Winden, nicht Quantisierung des Feldes!

e 1905 ,,Annus mirabilis“ (Einstein):

Einsteins Konzept des Photons beruht nicht auf dem photoelektrischen Effekt.
Stattdessen vergleicht er Entropie des idealen Gases im Volumen V mit der Entro-
pie von Strahlung im Hohlraum V: § ~ InVy fiir beide Falle! Wegen der Analo-
gie: Licht besteht aus Teilchen (heuristisch). Dann fragt er sich, wo solche Quan-
ten eine Rolle spielen konnten. Photoelektrischer Effekt. Experimentell bestétigt
durch Millikan 1915. Erhaltung von Energie und Impuls. Der Konflikt zwischen
Korpuskular-Theorie und Interferenz konnte aber erst durch die QM und die QED

gelost werden.

|.2. Elektrodynamik als Eichtheorie

Klassische Mechanik: Globale Transformationen (Translationen, Rotationen) — Invari-
anz. Fundamentale Feldgleichungen haben neue Invarianz-Eigenschaften beziiglich lo-

kalen Eichtransformationen! (Vgl. Scully, p.146 f.)

Literatur: S. Weinberg, Phys. Today June 1975, S. 32
,sFundamentale Feldgleichungen maissen eichinvariant sein.“
Betrachte die Schrodinger-Gleichung:

op h?
ih— =———V?
ot 2m P
Wahrscheinlichkeitsdichte:
2
w(r,t) = |p(r,1)]
Forderung: Alle physikalischen Experimente sind gleich, auch bei Ersetzung

p(r,t) = p(r,t) =e""p(r,1)
(Eichtransformation tiber ein "Phasenfeld", f, d. h. nicht global)

Aber, wenn eingesetzt in die Schrodinger-Gleichung, folgt:

., 0p h? o 2mOf]
Betrachte nun statt (1.2.1)
.. 0p h? o

(1.2.1)

(1.2.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)



1.3. Photon als Elementarteilchen

mit A als zunéchst beliebigem Vektorfeld und V als skalarem Feld. Dann ldsst sich
Eichinvarianz erreichen, wenn

A— A+ Vf (1.2.6)
h? of
V—V—-—— (1.2.7)
2m ot
Diese Trafo lasst auch die folgenden Felder invariant:
B=VxA (1.2.8)
h? 0A
E=—— - — [.2.
ZmVV ot (12.9)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen an einem bestimmten Ort anzutreffen, héingt nun
nicht mehr ab von der Phase f. Der Versuch, dies in Gl. (I.2.5) einzubauen, fithrt zu den
Feldern der Elektrodynamik (Eichtheorie)!

.3. Photon als Elementarteilchen

A. Einstein (1951) nach H. Paul, S. 4:

wDie ganzen 50 Jahre bewusster Gribelei haben mich der Antwort der Frage ,Was sind
Lichtquanten?“ nicht ndiher gebracht. Heute glaubt zwar jeder Lump, er wisse es, aber
er tauscht sich ...«

QED (vgl. S. Weinberg, Phys. Today, June 1975, S. 32)

1.3.1. Bausteine

Ladung e Spin h Masse (MeV/c2)  Lebensdauer (s)

Photon 0 1 0 00
Graviton (?) 0 2 0 00
Elektron +1 1/2 0,511 00
Proton 1 /s 938 o0
+1 0 139 2,6-1078
m-Meson
0 0 135 0,8-10716

1.3.2. Die 4 Wechselwirkungen

Experimenteller Nachweis des Photons, u.a. durch A. Zeilinger (vgl. Review Nature,
433, 230 (2005)). Abschitzungen:

e Photonenmasse < 10~°°kg (2004), Rep. Progr. Phys 68, 77

e Ladung < 107'7e (1992), Am. J. Phys 60, 750
Literatur: Teilchen, Felder, Symmetrien (Spektrum des Wissens, 1984)



I. Einleitung

Wechselwirkung Gravitation  El.-Magnet. Starke Schwache

alles geladene  Hadronen  Hadronen,

wirkt auf
Teilchen (Quarks) Leptonen

Asymptotische Stérke

5,9-107% e? =L 2x1 1-107°
r—=0h=c=m,=1) 187 J
Austausch von Gravitonen (?)  Photonen  Gluonen W,Z-Bosonen
virtuellen Teilchen (masselos) (masselos)

|.4. Experimente zur Quanten-Natur des Lichts

Die Suche nach eindeutigen Quanten-Phéanomenen gestaltete sich zunéchst schwierig. Die
Notwendigkeit der Quantisierung war umstritten. (Semiklassisch: Stochastische Elektro-
dynamik, Boyer, 1975). Literatur: A. Zeilinger.

a. Strahlteiler
Grangier 1986: mit einzelnem Photon. Keine Koinzidenz der Detektoren-Klicks.
Anwendung: Zufallszahlen-Generator (vgl. Galton-Brett, I111.7.2)

b. Photonstatistik eines einzelnen Ions (Walther 1987, Clauser 1974)

c. Doppelspalt-Experiment mit einzelnem Photon (Zeilinger 2000). {p hat Be-
deutung fiir einzelne Teilchen. Hierzu Feynmans Argumentation: ,Hier sollte das
Photon ,wissen‘, dass es niemals an den Stellen der Interferenz-Knoten auftreffen
darf.”

d. Zwei-Photon-Interferenz am Strahlteiler: Falls zwei Photonen unabhéngig ein-
treffen: Wie unter a, falls gleichzeitig (symmetrischer Zustand):

Keine Koinzidenz! Beide Photonen sind zu 50% oben oder unten. ,Bosonischer
Charakter. Antisymmetrischer Zustand 1\~ als Input: Immer 1 oben, 1 unten!
(vgl. I11.9.2).

~

A

Abbildung I.1.: Schema eines Strahlteilers

10



L4. Experimente zur Quanten-Natur des Lichts

Abbildung 1.2.: Zwei-Photon-Interferenz am Strahlteiler

e. Komplementaritit: Einstein dachte, es sei moglich, ein Interferenzmuster zu
beobachten und gleichzeitig zu wissen, durch welchen Spalt jedes Photon geht.
Dies wurde durch Bohr widerlegt. Pfad-Information zerstort Interferenz. Teilweise
Pfad-Information zerstort Interferenz nur teilweise. Zou, Mandel (1991), Scully
und Rempe: Quantum Eraser (vgl. I11.10.5).

f. Nichtlokalitat und Bell: Aspect 1982 bestétigt Verletzung der Bell-Ungleichung
fir EPR-Zusténde. Aber: Kommuniaktions-Loophole (Information iiber Pola-
risatoren konnte beim Detektor vorhanden sein) wurde geschlossen durch rasche
zeitliche Veranderung der Polarisatoren (Aspect 1982, vgl. IV.8.2).
Detektions-Loophole: Nur eine kleine Untermenge der Photon-FEreignisse wird
registriert, welche die QM bestatigen (,Verschworung*). Das Loophole wird ge-
schlossen durch Messung an zwei lonen im Resonator (2001). Dort ist allerdings
der Abstand der beiden Teilchen sehr klein.

g. GHZ—Zustinde: Jedes Einzelexperiment verletzt den lokalen Realismus (Bouw-
meester, 2000)! (Vgl. IV.7.3).

h. Weitere experimentelle Szenarien:
e QND-Messung einzelner Photonen (1999)
e Verschriankung von Atomen mit Cavity-Photonen

e Wechselwirkung von einzelnen Atomen mit einzelnen Photonen

11



. Quantisierung des
Strahlungsfeldes

I1.1. Klassische Maxwell-Theorie

I1.1.1. Homogene Maxwell-Gleichungen

divB =0

B
tE=——
ro at

Elektrodynamische Potentiale A, ¢ (,Eichfelder vgl. 1.2): Setze

B =10t A
ein in (I1.1.2):

Eichtransformation (vgl. (1.2.6), (1.2.7)):

A—A+Vx=A'
0x

OD—Dd— =0
ot

Damit ergibt sich Eichsymmetrie:

0A"
ot

B’ =rotA’ =B

E'=-V0o'— E

Strahlungs- (Coulomb-) Eichung:
VA =0

VA’ =VA+ Ax =0
= Ax =0

12

(IL1.1)

(IL.1.2)

(I1.1.3)

(11.1.4)

(I1.1.5)



II.1. Klassische Maxwell-Theorie

I1.1.2. Inhomogene Maxwell-Gleichungen

divE =p/e, (11.1.6)
rot B =p,j + ¢, uo% (IL.1.7)
€l = é (IL.1.8)
Setze (I1.1.4) ein in (I1.1.6):
AN %VA =p/e, (IL.1.9)

Setze (I1.1.3), (I1.1.4) ein in (I1.1.7):

20 @A
ot 0t?

VX (VX A) =) + g,1, (V
V x (VxA)=V(VA) — AA

1 9%A 1 0D
— A = uwij—— — IT.1.1

Strahlungs-Eichung (nicht Lorentz-invariant): Setze (I1.1.5) ein in (II.1.9), (II.1.10)

AD = —p/e, (IT.1.11)
éaazT,;R_AA: quT (I1.1.12)

Transversaler Strom: 0
i ev (ﬁ) (I1.1.13)

Anmerkungen:

a. Gl (I.1.11): ,Instantanes Coulomb-Potential“ wie in Elektrostatik, aber mit t als
Parameter

b. Gl (II.1.12): Inhomogene Wellengleichung fiir transversales Vektorpotential
A — A" (Index T zukiinftig weglassen)

11.1.3. Poynting-Theorem (Energie-Bilanz)

1
@ = —rotE | - B
ot L,
oE 1

1
— rotB——j |-¢E
ot ¢, &,

13



II. Quantisierung des Strahlungsfeldes

Addiere beide Gleichungen:

1 0B oE 0
LS= —— —E=—
S },LO ot B + & atE atup
1 s 1oy
up =g ¢, E°+ —B (I1.1.14)
1 .
RS = E (—B rotE 4+ E rot B) —jE
V(ExB)=B rotE—E rotB (I1.1.15)
Poynting-Vektor: )
S=—(ExB) (I1.1.16)
Ho
0 . .
Fri +div S =—jE (I1.1.17)

11.1.4. Energiedichte fiir freie Strahlungsfelder (j = 0)

Es gilt j = 0 und p = 0, damit folgt aus Gl. (IL.1.11): ® = 0 und aus GIl. (II.1.14),
(IL.1.3) und (II.1.4):

€y a2 1 9
=—A A I1.1.18
up =S A+ o (V xA) ( )
Der zweite Term lésst sich umformen (Stumpf, Thermo I, S. 341)
Jd?’r(urotv —vrotu) = J df(v x u) (I1.1.19)
% VvV

Mit u=V x A, v = A erhélt man

Jd?’r [(VxA)VXxA)] = Jd?’rA[V x (V x A)] + J dfA x (V x A)
A\ A\ ov

Das Oberflédchen-Integral (iiber 0V) verschwindet auf Grund der entsprechenden Rand-
bedingungen fiir V — oco. Auferdem gilt: (Summen-Konvention)

Vx(VxA)= V(VA) —AA

——
=0 (Eichung]
3 2 3 2 3 0 0 3
dT‘(VXA) = — dT‘A(VA):— dT’Ai——Ai: dT‘Aiinj
aT']' aT'j ’ ’
\% \% \% \%
mit partieller Integration, Schreibweise A;; = 0A;/0T;j.
€ i 1
— |Up 9 + 2}10 )) 2 ( )

14



I1.2. Homogene Wellengleichung

I1.1.5. Lagrange- und Hamilton-Dichte

Weiterhin gilt die Summenkonvention. Behauptung:

. € 1 a 1
i i3) = AL — T AL\ II.1.21
Konjugierte Impulsdichte:
0.Z .
ﬂi = a—/% = EoAi = —EOEi (11122)

Dabei ist TT; der kanonisch konjugierte Impuls zu A;.

Behauptung: Lagrange-Gleichung fiir ein Vektorfeld A; zu gegebenem .Z (ohne Be-
weis):
az_iaz_gaz_o
6Ai dT']' aAi,j dt aAl N

Gl (I1.1.21) in (I1.1.22) eingesetzt ergibt die Wellengleichung (I1.1.12) mit j* = 0:

(11.1.23)

1 02

Die Hamilton-Dichte erhélt man durch eine Legendre-Transformation:

%(ﬂi, AL]') == ﬂiAi - Z (11125)
1 1
= TLT + — A AL = 11.1.26
% 280 + QHO 7] 7] uF ( )
Das Hamilton-Funktional ist
H[ﬂi,AiJ} = Jdgr,}‘f (IIlQ?)

I1.2. Homogene Wellengleichung

11.2.1. Komplexer Losungsansatz

(Wellengleichung (11.1.12), (I1.1.24) = freies Feld®)

c_—Al =AA; A= 1={1,2,3} (IL.2.1)

A1y, t) = A (1) + A (15, 1) (I1.2.2)

15



II. Quantisierung des Strahlungsfeldes

Klassisch ist dieser Ansatz nur ein Trick, denn in der klassischen Theorie kann man
zwischen Absorption A{H und Emission A{_) nicht unterscheiden, nur der Realteil von

A kann gemessen werden. In der Quantentheorie: Atome im Grundzustand messen A1(+] !
Vgl.Kapitel I11.4.

Variablen-Trennung (funktioniert nicht im Reellen!):

A (ry, 1) = q(thw(ry) (11.2.3a)
A7 (15,1) = g7 (D) () (11.2.3D)

Setze A1(+] ein in Gl. (I1.2.1) und ordne:

1192 1 ! o w?

(sonst keine Wellen!)

Moden-Gleichungen:

d2
@q + qu =0 (11.2.5a)
2
A+ 2y =0 (I1.2.5b)
C2
divu=0 NB!

Dabei stellt w(r) die rdumliche, transversale Modenstruktur dar und hat dabei dieselbe
Dimension wie A;. Der Parameter q ist dimensionslos.

Losung:

q(t) = q(0)e'*t — A positive Frequenz® (11.2.6)
q*(t) = q*(0)e"*t — A") negative Frequenz"
Diese Bezeichnungen sind historisch bedingt (Signaltheorie).
b. Moden-Modelle: definiert iiber Randbedingungen und Selektion (experimentelle
Bedingungen). Beispiele:
e Fortlaufende Wellen (Strahlen)
e stehende Wellen (Resonator-Moden)
e sphérische Wellen (Feld um Punkt-Quellen)

16



I1.2. Homogene Wellengleichung

11.2.2. Fortlaufende Wellen
Periodische Randbedingungen:

u(x,y,z) =u(x+1L,y,z)

Ansatz:
U (1) = LL]W(O)eikr (v = Pol.-Index, s. u.)
iIl (1125}3) Aukv _ —’k}Qukv
2
w
— = [k[°
C
_ Vv

(11.2.7)

(11.2.8)

(I1.2.9a)

(I1.2.9b)

Hierbei ist p die Zustandsdichte im k-Raum, und mit den Gln. (I1.2.7) und (I1.2.8) gilt:

2
Ty (ny=0,4£1,42..) V=01%j=123

k=T

Normierung;:

1/2
h -
Uy = €y e’
kv <2€0wkv) kv

* —
ukv - u'fkv

Wi = w_x = clK|

Polarisations-Index v:

divig, =ik, =0 = e, lk v=1,2

Orthogonalitét: Polarisation zu festem k (Einheitsvektoren ey, reell):

‘ €xvCxv = 6\/\/’

h 1 - ,
Pru,, (Mug,.,(r) = Eref* %I e, e
Jarrua g = o forde ey e,
| S
Vb
Aus (I1.2.12) folgt:
h
[ v (1) = 55t
E Wk

(11.2.10a)

(I1.2.10D)
(11.2.10¢)

(11.2.11)

(11.2.12)

(11.2.13)

17



II. Quantisierung des Strahlungsfeldes

Die uy, bilden also ein vollstéandiges Orthonormalsystem (VONS). Entsprechend gilt:

Z RO — v (r — 1) (I1.2.14)
k

Die allgemeine Moden-Darstellung schreibt sich

A(T1) =) Qv (1) +cc. (I1.2.15)
k,v

Skalares Potential: @ = 0. Der Zusammenhang mit den Feldern (I1.1.3), (I1.1.4) ist dann:

B =rot A(r,t)

E_ Ay (11.2.16)

I1.3. Operatoren

Anmerkungen: Die direkte Quantisierung der Felder ist problematisch aufgrund der
Nebenbedingung div A = 0. Das Standardverfahren der kanonischen Feldquantisierung,
d.h. der Einfiihrung konjugierter Feldgrofien, wird hier also nicht benutzt. Statt dessen
Quantisierung iiber Moden:

11.3.1. Moden-Operatoren

Qiv (1) — Gy (t)

11.3.1
4ot — gl (1) (IL3.1)

mit den Kommutatoren (vgl. harmonischer Oszillator-Erzeuger, Vernichter):

o
[qu(t)a qk’v’(t)] =0 (II32)
0

Hier: Postulat. Heuristische Begriindung: Vgl. Quadratur-Operatoren. Beachte: r und t
bzw. Moden-Indizes sind keine Observable, sondern (klassische) Parameter!
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I1.3. Operatoren

Fock-Zustande

Besetzungszahl-Operator:

e, = Ak Ay (11.3.3)
N=Y) fi, (11.3.4)
kv
Fock-Zustande:
Nidn) =Nldn) (IL.3.5)

N = 0: Photon-Vakuum (Tensorprodukt)
10) = [0k,v,) @ Okyvy) @ - ..

Def:
Cl1b1 a1b2

a®b=|ab; aybsy

Hier: a,b Vektoren.

Ein-Photon-Zustand (N = 1)

L)y = kv) = 4L, (0)10),  Gry 10) =0 (IL3.6a)

e kV) e = 4l a,qL, 10) =11kv), (11.3.6b)
:1+qlvqu

(Tiv| = Liv) " = (0] drer (I1.3.6¢)

Allgemein: (Moden-Uberlagerung):
1) =D civ [kv); cxy = (kVIdy)
k,v

Zustandsvektor im N = 1 Unterraum: C = {Cy,v,, Ckyvy, Cresvgs - - -}

Nib1) =D Y Ay Gyl [0) - 01 = Z ekl 10) = 111), (I1.3.7)

k,v k/,v/ o
5kk’6vv’+quqk'v’

Der letzte Schritt folgt aus der Kommutator-Relation (II.3.2).
Der 1-Photon-Zustand wird also im Fock-Raum durch den "Vektor" mit den Vektor-
komponenten ¢y, dargestellt.

Speziell: Betrachte

|d)1> - Cl |1k1‘\/1> ® |Ok2‘\/2> + C2 |Ok1‘\/1> ® |1k2‘\/2> (1138)

Korrelation: ,Wenn Photon bei D1, dann nicht bei D2“. Moden-Index = klassischer Index.
|b1) zeigt eine ,Besetzungszahl-Verschrankung*.
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II. Quantisierung des Strahlungsfeldes

Definition Verschrankung: Ein reiner Zustand ) fiir zwei Moden (und zwei Teil-
chen) heifit verschrankt, falls

) #le(1) ® @(2))
d.h. falls er nicht als Produktzustand darstellbar ist, vgl. (IV.1.29).

Zwei-Photonen-Zustand (N = 2)
a. Eine Mode: | )
_ _ AT
|nkV>t = |2k-v>t = E (qu> |O> (1139)

Wiederum mit Hilfe von (I1.3.2) ergibt sich

b. Zwei Moden: (unterscheidbar!)

|p2) = [K1v1), ® [Kava),
Allgemein:
[2)e =) D Cruvikavs [Kivi), @ [Kova), (11.3.10)

Ki1,v1 K2,v2
N-Photonen-Zustand fiir eine Mode, N = ny.:
1 MNkv
_ At )
n = — 0
o) = 7 (ak) 10

(MvIniky) =1

Allg. Zustand fiir 1 Mode (!)

(I1.3.11)

o0
) =) cnlniy)
n=0
Zustandsvektoren im Fock-Raum fiir festes K, v: ¢ ={co,c1,Co,...}

— } Detektor 1

kl y V1 T
Quelle /

Ky, va N L } Detektor 2

Abbildung II.1.: Ein-Photon-Zustand
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I1.3. Operatoren

11.3.2. Feld-Operatoren
Aus Gl (I1.2.15) erhélt man:

AT =Y G (D (1)
K,v

. ’ (11.3.12)
AT (r ) =) a4l (Dup,(r)
k,v
Vgl. Mandel (S. 483) sowie die Gleichungen (I11.2.6), (11.2.10), (I1.2.16):
E (1) = —AM = 1) Eery gy (0)
k,v
Bt = A =) ge e iketgl (0) (1L.3.13)
k,v
h 1/2
8k = bl
2Ve,
Entsprechend definiert man B (und analog E(_]):
B =iy (—0 7 llx e g, 0)
) £ Q(UkVEO kv kv
Inverse Transformation (beachte (I1.2.10), (I1.2.13)):
3 % ~(+) . N 3« ih
druy, B (r,t) = 1Z Qv (Hwy [ druy Ju, = —qirv(t)
, k,v 7 260
:(h/2wk;g)5kk/5w,/
Daraus folgen fiir die Moden-Operatoren die inversen Transformationen:
2 .
v (1) = —i% Jdgru*{w(r)EH)(r, t) (I1.3.14a)
2 L (—
(1) = 1ih Jd?’ruky(r)l:_( '(r,1) (I1.3.14b)
i
Fock-Zustande in Feldoperator-Darstellung:
e N =1, mit Gl. (II.3.14): Der Zustand
_ At ‘260 3 e (—)
ey = k), = A, (010) =122 | Prue (ME r0j0) (113.15)

ist ein Funktional der Feldoperatoren!
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II. Quantisierung des Strahlungsfeldes

e N =2, zwei Moden:

2

= JJd3r1d3rz [(ukm ﬁ(f)(rl,t)> ' (ukﬂ? E(i)(rz’t))] 0)

K1vy; k2V2>J£ = _ﬁ

Mit der elementaren Umformvorschrift fir Tensoren (Doppelpunkt = "doppelte
Verjiingung") Tensor : Tensor = Skalar; Vektor - Vektor = Skalar.

(a®@b): (A®B)=(a-A)-(b-B)
erhdlt man nunmehr folgenden Ausdruck:

4¢? N
0 JJd3r1d3r2 [ukpvl ® ukﬂQ} : [E( )

~(—)
% r @€ 0] 0)

(11.3.16)

Der Zwei-Teilchen-Zustand ist im Tensorraum definiert und nicht im dreidimen-
sionalen Ortsraum!

IK1vq; k2V2>t =

Allgemein gilt: N-Photonen-Zustdnde sind definiert im 3N-dimensionalen Konfi-
gurationsraum (N Moden). Der Zustand ist ein Funktional und nie eine globale

Observable wie der Hamilton-Operator H usw.

11.3.3. ,,Quadratur-Operatoren”

N 1 N N
Pranlt) = (aka(®) = i, (1)) (IL3.17a)
. 1 /4 A
Qv (t) = 7 (qu(t) + qky(t)) (I1.3.17b)
Diese Operatoren sind hermitesch und dimensionslos:
]ADLV = lskv QLV = ka (11318)
Riicktransformationen:
. I/ -
qu(t) = —2 (Qk‘v (t) + IPky (t) (113192%)
. 1 /a4 .
(1) = (ka(t) —iPl (1) (I1.3.19h)
Eigenschaften (vgl. Gl. (I1.3.2)):
[]Sk\/ (t), Qk’v’(t)] = -1 i 6kk’évv’ (11320)

Die Quadratur-Operatoren Py, und Qky sind also kanonisch konjugiert wie Impuls- und
Ortsoperator (Heisenberg-Bild):

22
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I1.3. Operatoren

Unscharfe

(E(1) (P(0))

>

Abbildung II.2.: Phasordiagramm (Bachor S. 17)

Unscharferelation: analog zu (Apk)2 (Axy)? = /4 ist

L2 A 2 1
(AP) ) (AQW)) = 5 (I1.3.22)
(Vgl. Mandel, Wolf, S. 1036 sowie Scully, S. 61 und Haus, S. 217)
Aus Gl. (I1.3.13) folgt weiterhin (vgl. Scully, S. 7 und 11)
E(r,t) =EH (r,t) + EF) (1, 1)
E(r,t) =i&xex, (4(0) e ® — T (0)e'?) (11.3.23)
¢ = wt —kr (I1.3.24)

Daraus ergibt sich (der Beweis folgt durch Einsetzen von (I1.3.19a)): (Vgl. Abb. 11.2)

A

E(r,t) = V2 Exery [Quy (0) sin(wt — kr) — Py, (0) cos(wt — kr)] (I1.3.25)

Entsprechend erhélt man:

A

A(r,t) = wii ey [ka(O) cos(wt — kr) 4 Py, (0) sin(wt — kr)} (I1.3.26)

Anmerkung: ,Quadratur® bedeutet hier eine Integration der DGL. Man erhélt Teillosun-
gen mit zwei Integrationskonstanten, s. u.

Achtung: Es gilt nicht Qs (t) = Qs (0) sin(wt — kr) etc!
Zum Vergleich betrachte man das Phasenraum-Portriat der klassischen Mechanik. Fiir
den harmonischen Oszillator gilt:

x(t) = aj cos wot + as sin wyt

x(t) = —a;wg sin wot + asw cos wyt

mit den Anfangsbedingungen

x(0) = ay
x(0) = woay
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II. Quantisierung des Strahlungsfeldes

Abbildung I1.3.: Phasendiagramm des harmonischen Oszillators

sowie

1
x* + E)’@ =a?+aj (vgl. Abb. I1.3)
0

Ort x und Impuls p entsprechen dabei Q und P, jedoch nur formal, da letztere nichts

mit dem Ort und dem Impuls des Photons zu tun haben!

I1.4. Hamilton-Operator

Ausgehend von Gl. (I1.1.26) und Gl. (I1.1.25) schreibt sich der Operator der Hamilton-

dichte
o €, 4 4 1 -~ .
H = EA]'A]' + o AjiA5 1
0
Der Hamilton-Operator ist dann
H= Jd?’r,%”

Mit GL. (I1.3.12) gilt:

sowie

24
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I1.4. Hamilton-Operator

und schlieklich fiir die Integrale:

Jd3rA =&, Z Z w wk/qk/y/ )qu( )
k,v k/,v’

X J dPPru, (v)r, (1)

=(h/2¢jw )6 KK/ Ovy?

1 At
=3 Y hwdh,ay, (I1.4.4)
k,v
Entsprechend bekommt man
[ X X 1
3 -) _ s At
e | d rATAC) = o Zhwquvqu (11.4.5)
e, [arr Al Zhwquv (I1.4.6)
€ | PrAHAH = 5 ;hwquvqu (I1.4.7)

Das Minuszeichen in den letzten beiden Beziehungen folgt aus Gl. (I1.2.10b). Fiir die
Ableitungen im k-Raum erhélt man dhnliche Ausdriicke:

! Jd3rA ZZ (kik!) 4., dun

HO l'LO kvk’v/

. Jd‘gr up (ru, (1)

=(h/2e,w )ékklé.vv

1 .
=5 Z by = 5 Zhwkq;rcvqu (I1.4.8)

g 2 k,v

H,_/ )

=hw,

da —— =c? und kK*c® = w} (vgl. Gl (I1.2.9)). Entsprechend ist:
0 0

Vs atha) 1 ot
o dPrA AT = §Zhwquvqu (I1.4.9)
0 J
[ g a(o)aie
- SrA AL -1 Zhwquv (11.4.10)
0 J
1 [ s a(e)a
— | EFrATAT = 2 Y Rkl Gy 11.4.11
HOU r J,1 J,1 2 ; wqu\/q k ( )
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II. Quantisierung des Strahlungsfeldes

Bei den ,gleichartigen” Termen gilt wegen ~ & i+ (vgl. Gl (11.2.10b)): kk’ — —k?* (1)
Damit folgt die Moden-Darstellung des Hamilton-Operators im Heisenberg-Bild:

- 1 At PO
H= 5 Zhwk (q;rcvqu + quqL\/>
k,v

(11.3.2) . 1.
= Z hwk <ququ + 5 1)

k,v

(11.4.12)

Fiir H fillt die zeitliche Abhéngigkeit heraus, Hy = H (wie iiblich). In Quadratur-
Operatoren geschrieben:

o 1 4 1. 1.o 4 1.
Ay Gy = 3 Qv + 3 Piy + 71QuvPiv = 5 1Py Qi
1 Jay Ay ~
=3 (Qiy + Pry —1)  (aus GL (IL3.2))
. A2 52
H=3 ) hw, (Qfy + Piy) (11.4.13)
k,v
Betrachte zum Vergleich wiederum den mechanischen Oszillator (wo = %)
1 1
H=_—"—p*+ - kx*
omP 3%

1
H= 5 hawo (X2 + P?) (I1.4.14)

Der Hamilton-Operator des freien elektromagnetischen Feldes entspricht also einem Satz
ungekoppelter harmonischer Oszillatoren, einer fiir jede Mode. Damit ist die Quantisie-
rungsvorschrift beziiglich der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren éﬂw und -,
welche die algebraische Losung des harmonischen Oszillators darstellen, nachtréglich
begriindet!
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I1.5. Hilfsformeln

11.5. Hilfsformeln

e Vollstandigkeitsrelation:

Jd3r ei(k—k/)r — V6kk’ (a)
\%
Z eik(‘r—‘r/] — V63(1’ o r/) (b)
k

mit V als Periodizitdtsvolumen. Man beweist nun z. B. (b) aus (a). Zunéchst gilt:

‘[dg]‘ Z eik(r—r’)e—iklf _ Z e—ik‘r' de}r ei(k—k/)‘r — Ve—ik/‘r‘/
k k |
=V &, (a)

Andererseits gilt auch:
Jd3r 53(1’ o 1,/)e—ik"r — e—ik’r/

Durch Vergleichen der beiden obigen Ausdriicke folgt wiederum GI. (b)!

Die folgenden allgemeinen Beziehungen wurden benutzt:

8(x)8(y)d(z) = 8(r)
Jé(r—ro)f(r)d3r = f(1o)

o Sei u = uye®”

divu=iu-k (c)

rotu = —iu x k (d)

Dies zeigt man mit Hilfe der folgenden Beziehungen:

oy
aL; :ux(lkx)
0 0
(V X u)x = @uz — a—zuy
= iu,ky —iuyk,
= —i(u x k)
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II. Quantisierung des Strahlungsfeldes

e Summenkonvention:

a1b1 = Z albl (e)
1
e Sei F = F(bf,b).
o oF
b, F(b7,0)] = — f
6.6 6] = o o
oo oF
bl F(b',b)] = ——
[b, F(bT,b)] = —= (g)
Achtung: die iibliche Regel fiir die implizite Ableitung gilt hier nicht! Beispiel:
F=(67+ (60"
oF b2 1 (61)2) - 2bF = 4b2bT 4 4(H1)3
- =2(b*+ (b')?) - 2b" = 4b*b" + 4(b")®  falsch!
Dagegen: F=0"+ (b")*+b2(b")? + (b1)2b?
oF . o
— =4(b")3 +2b6%0" + 20702 v
obt
o Sei F = [dPr (A, AulTi, T
. h/of o of h oF
M= (- aans) = 1o ()
1 aA] 0Tk 0 ik 19 j
. h/oF 9 of h oF _
[A],F}———< — — - )E—— ~ (i)
1 aﬂ] OTk aﬂ] k 1 6”1
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lIl. Elementare
Input-Output-Analyse

Motivation: Vermeide detaillierte Dynamik, wie in der Streutheorie soll es nur ,yorher
und nachher* geben. Diskrete Input-/Output-Moden seien selektiert (Quelle/Detektion).
Spiel mit ,operationaler Ununterscheidbarkeit: Das heifst, dass durch die Wahl der Pra-
paration oder der Messbedingungen bestimmte Modeneigenschaften absichtlich nicht
unterschieden werden konnen. Dies fiihrt zu Superposition.

I11.1. Klassische Lichtquellen

Die Annahme einer ebenen Welle (Mode) ist unrealistisch. Atome strahlen Licht ab,
jedoch ist die Lebensdauer eines Zustandes endlich, so dass man eher von ,Lichtblit-
zen' sprechen kann. Beziiglich der Detektion ist die zeitliche Auflésung tq zudem endlich,
und man misst eine mittlere Intensitét, die auf Zeitskalen > tq fluktuiert.

Klassisches Licht ist thermisches Licht, da eine grofse Zahl von thermisch angeregten
Atomen sich als unabhéngige Emitter bewegt und durch Stofe miteinander wechsel-
wirkt. Daraus resultieren Phasenverschiebungen, und man erhélt oft ein breites, nicht-
resonantes Spektrum. (Literatur: Bachor, S. 23, 33).

Daraus ergeben sich zwei Konsequenzen:
a. Spektrale Verbreiterung

b. ,Rauschen” der Intensitét

Idealisiertes Modell: Chaotisches Licht (Spektrallampe)

M M
E(t) = ZF—]'(U = Ege'@0" Zeid’i = |E(t)] !¢V
j=0 j=0

i)

Quelle Detektor

& — In—| S |— Out

Abbildung II1.1.: Input/Output S: optisches Bauelement (klassisch, passiv, linear)
Wirkung beschrieben durch Trafomatrix im diskreten Moden-Raum
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Dabei sind |[E(t)| und ¢(t) Zufallsfunktionen, und die Polarisation sei fest. Ensemble-

Mittel:

(EX(L)E, (t + 7)) = B2 e 00w/

Dies ist eine zeitliche Korrelationsfunktion mit der Zentralfrequenz wy. Idealisiertes Mo-

dell: Thermisches Licht (Glithfaden).

[11.2. Einzel-Photon-Quellen

a. Abgeschwichtes Laser-Feld: Kohérenter Zustand (Kap. IV)

o) = 1?2

Zr

A2
e\ocl

_ ’(X|2n

n!
P(2) ot 1‘ ‘2

P) 2 27
P = o

o — 0: P(0) > P(1)!

(Poisson-Verteilung)

P(2) wird niemals Null, man hat keinen idealen Ein-Photon-Zustand!

b. Einzelne Atome, Molekiile, Quantenpunkte im Halbleiter, Storstellen im Festkor-
per: Die Zeitmarken T; entsprechen der Praparation und dem Detektor-Klick. Bei
der Wiederholung des Experiments erhélt man eine Time-Delay-Verteilung.

Die schnelle Relaxation ist nutzbar fiir eine ,,Ankiindigung® (,,Heralding") des zwei-
ten Photons. Beim Nachweis benutzt man Antibunching als Test, vgl. Kap. I11.7.

c)

Anregung schnelle Relaxation Ty

~~~» Photon (Lichtpuls) To

Quelle
l9)

ot

Strahlteiler

Korrelator

Abbildung II1.2.: Nachweis einzelner Photonen. Links: Anregungsschema, rechts: Ver-

suchsschema (Antibunching-Test)
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I11.3. Zwei-Photonen-Quellen

111.3. Zwei-Photonen-Quellen

Genereller Zwei-Photonen-Zustand (Produkt-Fock-Basis, siehe auch Gl. (I1.3.10)):

|b2) = Z Z Clkyvikava [K1V1) @ [Kova) (IIL.3.1)

k1,v1 ka2, v2
V1, vi: Polarisations-Indizes.

Nun wiederum Spiel mit ,joperationaler Ununterscheidbarkeit*.

I11.3.1. Kaskaden-Prozess (Experiment)

Literatur:

A. Aspect, PRL 49, 91 (1982)
A. Aspect, PRL 47, 460 (1981)

Ballentine, Quantum Mechanics, S. 597: Fiir den Ausgangszustand und den Endzustand
gilt, dass ihr Gesamtdrehimpuls | = 0 sein muss. Der emittierte Zwei-Photonen-Zustand
muss Rotations-invariant sein, d.h. die Summe der Koeffizienten in (III.3.1) ist eine
skalare Funktion ihrer Argumente k, e, ! Im Schwerpunkt-System:

vorher: p~0 (Impuls des Atoms)
nachher: hk; +hky +py =0 (II1.3.2)

Ohne Riickstofs: hk; ~ —hk, im Schwerpunktsystem (Dispersionsrelation w; ~ ws

(In der Quantenmechanik muss hk; nicht scharf sein!)

Photonen werden also nicht mit festen Eigenschaften, z.B. einer bestimmten Polarisation,
geboren! (Vgl. Laser)

Frequenzraum Ortsraum
Joo o
Laser 1 \ LWL, T l Atomstrahl
,,,,,, S N f Impuls pa
— v Jim 1 mm

Laser, Strahlbreite 60 pm

Laser 2
“2 T, <1 ()
Joo —
Abbildung II1.3.: Kaskadenprozess (z.B. mit 4°Ca). 7y: mittlere Differenz der
Emissionszeitpunkte
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III. Elementare Input-Output-Analyse

A A kK
D2{ ~=—@—=— | DI © .
-k, - k, e./e, e./ey

Polarisationen zu k

A

Abbildung I11.4.: Polarisationsverschréankung, klassischer Index k,—k. Links: Versuch,
rechts: Schema

Man kann zeigen, dass fiir beliebige ki, ky folgende Ausdriicke Invarianten sind: (Bal-
lentine, QM, p. 597)

11(k1V1; kQVQ) =€y, €y, = const (III?)?))
I (Kivi; Kova) = (€4, - ko) - (€v, - k1) = const (I11.3.4)

Selektiere (!) (T= ,transponiert — Spaltenvektor)

kl = (Oa O) kZ)T

Ko — (0.0, )T (111.3.5)

Fiir diskrete Moden sind sowohl e, als auch e,, zu wihlen als e, = (1,0,0)" bzw.
e, = (0,1,0)". Mit Gl. (IIL.3.5) ist daher

L,=0! (111.3.6)

Also bleibt nur die erste Invariante bestehen: ¢ ~ I; mit geeigneter Normierung, wobei
die Konstante auch identisch Null sein kann. Sie muss aber gleich sein fiir alle vy, v, die
man mitnimmt! Wahlt man die Einheitsvektoren-Paare als ey, ex bzw. ey, ey, so wird
I; = 1. Dazu passt nichts ,schriges”, wie etwa e, = (1,0,0) mit (% , % ,0)!

Der Zustand wird eindeutig zu:

1
D), = " [yex,kz> @ e, —k,) + ley ko) @ ley, —kz)] (111.3.7)

Der ,Klassische Index*bezieht sich hier auf die Richtung (Mode). Korrelation wegen
Drehimpuls-Erhaltung, d. h. der Zustand ist polarisationsverschrinkt!

Beachte: Man hat adressierbare Untersysteme, obwohl die Photonen ununterscheidbar
sind! Ohne Frequenz-Selektion ist nicht entschieden, ob das erste Photon w; nach rechts
oder links fliegt!

Anwendungen: Test der Bellschen Ungleichungen, Franson-Interferometer.
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I11.3. Zwei-Photonen-Quellen

(,Ul,k(l)

X(2)
Pumpe

wp, k
W, k@

Abbildung II1.5.: Drei-Wellen-Mischen

111.3.2. Parametric Down Conversion (PDC) Typ 1

(,Parametrische Verstérkung®)

Quelle: Nichtlineare Optik, beruhend auf xo (Suszeptibilitét).
Material: z. B. KDP (Kaliumdihydrophosphat), BBO (f3-Bariumborat).
Wirkungsgrad typisch n ~ 10, Zeit-Korrelation: Toc ~ T1¢ ~ 100 fs.

Typ 1: Emittiere Photonen mit gleicher Polarisation
e =e® =e (I11.3.8)

Korrelation, Phase matching, t; = t; (Bumham, PRL 25, 84 (1970):

k =kW + k@ (I11.3.9)

M. Horne et al, PRL 62, 2209 (1985):
Ist w, scharf, dann sind w;,w, klassische Indizes p = 1,2, sozusagen ,Namen"
(Frequenz-Auflésung). Es gibt zwei alternative Photon-Paare fiir Phase-Matching:

k=kV + kP =k + kP (111.3.11)
Wellenvektor-Verschrankung (Moden):
1
V2

Es ist nicht entschieden, durch welches Loch das blaue (u = 1) bzw. das rote (1 = 2)
Licht kommt! Jedoch besteht paarweise Korrelation.

W) = <= [ ke (1)) Ikn(2)) + k(1)) i (2)) | (I11.3.12)

I11.3.3. Parametric Down Conversion Typ 2
Literatur: Kwiat et al, PRL 75, 4337 (1995)

Zustande: Polarisation = [0), «>=1)

Jedes Photon-Paar ist charakterisiert durch zwei Wellenvektoren ki, ko (klassischer In-
dex u = 1,2). Die Richtungen sind paarweise korreliert in den Punkten 1 und 1’ auf
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III. Elementare Input-Output-Analyse

der Diagonalen durch die Pumprichtung. Der auflerordentliche Strahl hat die Polarisa-
tion |0), der ordentliche Strahl die Polarisation |1). Durch die Schnittpunkte der beiden
Kegel erfolgt eine spezielle Wahl von ki, k,. Hier sind beide Strahlen und damit der
Polarisationszustand nicht unterscheidbar.

Polarisations-Verschrinkung:

1

V2

PDC 2 ist flexibler als PDC 1, da besser untereinander kombinierbar. Beide Schemata
sind zusammenfassend in Abbildung II1.8 dargestellt.

) [0(1)) @ [1(2)) + [1(1)) @ [0(2) (111.3.13)

111.3.4. Vier-Photonen-Zustand (Cluster-Zustande)

P. Walther, Nature 434, 169 (2005)
Parametric Down-Conversion Typ 2: Doppelpaar-Emissionsereignisse

Die Strahlen a, ¢ bzw. b, d werden iiber polarisierende Strahlteiler zusammengefiihrt.
Das Schema ist nicht skalierbar, denn die Effizienz von Ein-Paar-, Zwei-Paar-, Drei-Paar-
Produktion usw. nimmt rasch ab!

I11.4. Detektion von Licht

I11.4.1. Absorptive Messung
Literatur: Mandel, Wolf, S. 573 ff.

Absorption am Ort r,t: Photon-Zustand “1/>1 — “1/>2

R :
/
) 1 B W
" £ -

44@/ — thpri(:htung
wnk w 2 e W

BBO » Ky

Kristall

' Lochblende

Abbildung II1.6.: Versuch zu PDC Typ 1. Lochblende mit vier Lochern. Selektion von
vier Strahlen (vgl. Scully, S. 600)
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II1.4. Detektion von Licht

Selektierte
Richtung
auflerordentlicher Strahl ki u=1
Pumpe Pumpe
k2 n= 2

ordentlicher Strahl

Abbildung II1.7.: Versuch zu PDC Typ 2. Richtungsselektion durch Lochblende,
klassischer Index = Richtung

Kopplungsmodell (vgl. QM 1):

H' ~d-E (I11.4.1)

Feldoperator, vgl. Gl. (I1.3.13), feste Polarisation v:

o (+) hwy 1z (%
E (rt)=i) (25 V) ey (rye (KT (I11.4.2)
k

0

Ubergangswahrscheinlichkeit (Heisenberg-Bild): Input [W,), Output [Wg)

v ~ (+)
POV (1) ~ | (We| B (r 1) [Wa) [ (ITL.4.3)
PDC 1 PDC 2
kL; kR €1, e
Pumpe Pumpe
BBO kg, ki, BBO €2,€;

Abbildung II1.8.: PDC 1: Wellenvektorverschrinkung, klassischer Index wq, ws
PDC 2: Polarisationsverschrankung, klassischer Index ki, ko
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III. Elementare Input-Output-Analyse

ei/e ei/e;y

W
Pumpe UV > « > > [ Spiegel
d BBO p

e,/e ex/e;

Abbildung I11.9.: PDC2 mit vier Photonen. Vorwartsrichtung: a,b; riickwérts: c,d

summiert uber alle Endzustiande:

PV~ Y )(‘PE}E(VH(r, t) }WA>)2
[we)

£ () [we) (we B (r 1) [wa) (I11.4.4)

[ve)

A

= (WA B 0 B (1) [Wa)

Die Detektionswahrscheinlichkeit fiir [W,) ist also gegeben durch den Erwartungswert
des ,normalgeordneten Produkts® (feste Polarisation v):

A

PO r 1) = a(Wa | By (r 0 B, (1) W) (II1.4.5)

Der Vorfaktor « bezieht sich auf Eigenschaften des Detektors, das Produkt l::i,i) EE,H
kann als ,,Feld-Intensitéts-Operator mit der Dimension , Energiedichte/¢ * aufgefasst wer-
den.

Detektorsignal: Eine Punkt-Detektion ist nicht mdglich! Wir integrieren daher iiber
das Volumen V >> A3:

(Ivy) = (Wa| v, [Wa) (111.4.6)

111.4.2. Globale GroRen

Zur Interpretation von Iy, betrachte, unter Verwendung von (I11.4.2), den Operator 398

N —i(w’'— 1/2
= 2¢ VJdg Z Z quqk/y/e ere i@ =)t () ey eperys

kv k/v/
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II1.4. Detektion von Licht

V ist hier das gesamte Periodizitdtsvolumen. Wegen Hilfsformel (a) in Abschnitt I1.5:
R 1 b
= Y hwdh,dy, (I11.4.7)
O kv

I ist nicht der Photonenzahloperator! Es liegt daher nahe, folgende neue Operatoren

einzufithren (Mandel, Wolf, S. 629 ff, S. 580):

o/ (1) 1 ~ i(kr—w
V' o(r,t) = Vi D drverye e (I11.4.8)
kv
~(—)
V' o (r,t)=...
so dass fiir den Operator
. (=) o (+)
n,(r,t) =V (r,t)V (1) (111.4.9)
gilt:
Jd3r Ay(rt) =) al, 4., =N(t) (I11.4.10)
AV4 kv
M, (r,t) ist also der Photonendichteoperator, nicht E(_)E(H.

111.4.3. ,,Coarse-Graining"

Nun wiederum Beschrankung auf das Teilvolumen V, < V:

Definiere N(Vy, t) = J ervv (I11.4.11)
Vo
Nach GI. (I11.4.5):
Palr,t) = a(Wa|ETET )
Falls Licht quasi-monochromatisch: wy ~ wy, P4 ) ist praktisch konstant iiber Vj:

h
2

Pa(r 1) ~ ‘:’0 (Wa| N(Vo, 1) [Wa) (111.4.12)

In diesem Fall misst der Detektor N(Vy), d. h. die Photonenzahl im Volumen V.

e Was ist Vo7 Es gilt Vo = Fp - cAt > A,
NN Fo At st die ,Ansprechzeit des Detektors

potrom’: AV (,Coarse-graining in der Zeit“) und Fp die
NN NN Detektorfliche. (— Energie)
NN Bachor, S. 45: Die Mode Ay = 500nm (,grii-
NN N NN nes Licht“) wird tiber alle Richtungen sum-
c- At miert, sofern vorhanden.
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Licht Energiedichte in W/m? Photonendichte in m™® Moden-Besetzung
~ A ETVET ) (| N(Ve) [Wa) Ty

Weiles Licht ~ 10% (Solarkonstante) 103 1074

Spektrallampe  10% 10 1072

CW-Laser 10° 10%° 1010

111.4.4. Detektoren
Literatur: U. Leonhardt, S. 84

38

a. Photographische Platte

b. Lawinen-Photodetektoren: Strahlung ionisiert ein Stiick Photo-sensitives Ma-

terial. Eine Spannung von rund 200 Volt beschleunigt die ausgeldsten Elektronen.
Durch Stofse werden weitere Elektronen befreit, der somit entstandene Lawinenef-
fekt fiihrt zur Verstarkung. Aber: Der Strom ist nicht proportional zur Photonen-
zahl, die Lawine ist nur beschrinkt durch Sattigung des Verstarkungsimpulses.
Trick bei schwachen Feldern: Zahle ,Klicks pro Zeit®.

. Photo-Multiplier (spezielle Elektronenréhre: Ausgeloste Photoelektronen tref-

fen auf weitere Elektroden. Jedes Elektron schlagt mehrere weitere Elektronen
heraus...) Verstirkung ~ 107. Im linearen Bereich Photostrom ~ 1.

. Lineare Photodioden (p-i-n-Struktur) mit einer Spannung von etwa 10 Volt:

Licht erzeugt Elektron-Loch-Paare. Der Strom ist linear in der Licht-Intensitét.
Jedoch treten auch thermische Fluktuationen auf.

. Das menschliche Auge: (F. Ricke, D.A. Baylor, Rev. mod. Phys. 70, 1027

(1998)) (vgl. Abb. I11.10)

Rund 100 Mio. Stdbchen (rod cells), jedes in der Lage, einzelne einfallende Photo-
nen zu absorbieren. (Fiir die Farben sind jedoch Zépfchen (cone cells) zusténdig.)
Dies geschieht mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 50 %. Absorbierte Photonen
produzieren elektrische Signale mit einer jeweiligen Wahrscheinlichkeit von etwa
60 %. Sonne: < 102! Photonen (m?s) ™!, Sterne: ~ 10'° Photonen (m?s)™! (,,Strom*)

. FIR-Detektoren (L. Kouwenhoven, Nature 403, 374 (2000)) (Abb. II1.11)

Es fliefst ein Strom iiber den Quantenpunkt hinweg. Dies ist nur moglich, falls das
Photon das blockierende Elektron beseitigt hat.

hv &~ 1..100 meV (sichtbares Licht: 1,6...3,3eV
Umrechnung: kT =~ 0,086 meV/K - T[K] =
Bei 300 K : kT = 26 meV



II1.5. Phasen- und Phasenkontrolle

,,Blitz gesehen*

100% |

» Photonen/ Blitz

7
Abbildung I11.10.: Empfindlichkeit des Auges

Elektron-Transfer
(Landau-Niveaus)
SET 14 /

<«— Relaxation
Coulomb-Blockade

Photon hv

Q-Punkt
im B-Feld
(Landau-Levels)

v
-+

gekiihlt: T < 1K

Abbildung IT1.11.: FIR-Detektor

I11.5. Phasen- und Phasenkontrolle

Woher kommen Phasen?
Hintergrund: Komplexe Amplituden (Superposition)

¢; = Icle'®, @ = Phase (IIL.5.1)
Mode (ebene Welle in Raum/Zeit): @ = kr — wt

a)
rdumliche Phase : «(r) = kr

Materie : hk = p = Mv (de Broglie), [k = 2¢
Photon: hk =E/c
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III. Elementare Input-Output-Analyse

b) Dynamische Phase

Materie: E = oM (Molekiile : M = my + my!)

Photon: E =hw

Superposition von Moden (— Nicht-diagonal-Elemente von p)

) Zustandsmodelle: Glauberzustand a=|xle!® | Kohdrente Zustande
1 Phasenzustand vlg. Kap. IV

ii) Phasenschieber:

1% Iy

IN ' ouT

by

iii) Dynamischer Phasenschieber (Sagnac-Effekt)

A~

Unitare Trafos: U(A, ¥, ®, @) Realisierung iiber lineare optische Bauelemente.

— Drehwinkel, Phasenverschiebung
— Mess-Winkel (z. B. Polarisationsrichtung in Ebene L k)

Geometrische Phase (Berry Phase)
Adiabatische Néherung, Parameterraum (Prozess)

111.5.1. Interferenz-Muster

Selektion jeweils zweier diskreter Moden

40
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II1.5. Phasen- und Phasenkontrolle

Quelle Q WYV

s

I J Lochblende
/\ R
v

Priaparation: ! \ Doppelspalt

Schirm

T Detektor
(Aufpunkt)

Intensitétsabfall bewegungsbezogen ohne Interferenz:

Ebene Welle (komplexe Darstellung)

E](:;)(r,t) = i€y yy ey e KO

€x = Skalenfaktor

ey, = Polarisations-Einheitsvektor, k = Wellenvektor

orthonormiert)

axy = Amplitude (komplex)
Selektiere feste Polarisation v = skalare Beschreibung.
Sei E]H) ~ ajei"’j mit ¢; = kjr — wt =Input, ry ={est.
ﬁ—/

Feld-Phase (Mode)!
Superposition: (2 Moden)

1 .
E+) = = (@109 + ane®2)
Output bzgl. festem Aufpunkt 1.
1 : .
Konjungiert komplex: E7) = 7 (afe_ld’1 + age_ld”)

(111.5.3)

(I11.5.4)

(I11.5.5)

(I11.5.6)
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Photodetektor

Mess Signal (misst nicht a;, as separat!).

I ~ECEH) Intensitét (Energie) zeitunabhéngig (IIL.5.7)

= Ip ~ % (aje ™ + aje™%2) (a1e7'®" + aze'®?)
1

1 1 - 1 .
— _|(11|2 + _|a2|2 + —ala;‘el(d’l_‘b?) + _aia2e—l(¢1—¢2]
2 2 2 2

a;a = |ajasle’ = (ajay)*

1 1
Iy ~ §|Cl1|2 + §!a2|2 + lajas Cos(q)1 — ¢o +Y) (111.5.8)
T Interferenz-Term

Definition: Interferenzmuster:

L(AP) Ad =Py — P2y w1 = wo

Setze a; =sin &, ay = cos (= y = 0), |ay|* + |az/* = 1 (Normierung)

= IH(Ad) ~ % + sin & cos & cos Ad

Destruktive Interferenz: Iy = 0, Maximaler Kontrast:

. . 1
Alg = Lax — Inin & 2sinxcosox = 1 fiir sinx = cosox = —

V2

Falls w; # ws: Interferenzterm mittelt sich weg. Beachte: w; # ws kann nur auf grofsen
Zeitskalen festgestellt werden.

Ad (relative Phase, abh. vom Aufpunkt)
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II1.6. Theorie des Vierpols (Strahlteiler)

Quantenmechanische Formulierung (Heisenberg-Bild)

L~ (B8 = $afa)) + (alay) + f(a]ay)e 9] 4 Hada,)ell v e

(I1L.5.9)
Input-Zustand (= Anfangszustand):
a) Wp) =11) = afa}lo) = (111aja;[11) =1, j=1,2
(111aja,11) = 0 etc.
= I} ~ 1 =const. Keine Interferenz (I, ~ 1).
b) ) =sin«|01) 4 cos ¢ |10) ,Verschrankung “, vgl. (I1.3.8).
X cos’ ¢  sin xcos o lala, W) = cos® a
o =)l = _ weose) —, WWlaa )
sinoxcosa  sin® o (| ala, hp) = sin® o
kohérent! (| ala, hp) = sin a cos «
(Pl ala, W) = sin a cos
I ~ % [1 + 2sin accos axcos(py; — Ppo)]| Messgrofe (I11.5.10)
Entsprechend: I ~ %[1 —...] + wird nicht gemessen. I; + I; = const. fiir jedes ¢j.

o = 0: I (Iy) = const. (keine Interferenz)

oo="T: 1 ~ %(1—|—COSA(I)) zcosz%

I, ~ %(1 — cos Ad) = sin? A2—¢
I; + Is =1 = const.

max. Interferenzhub

111.6. Theorie des Vierpols (Strahlteiler)

Literatur: U. Leonhardt, S. 67

I11.6.1. Modenselektion
Klassische Felder, vgl. (11.2.15)
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III. Elementare Input-Output-Analyse

a by a; by ap by

/

| Ad

by

a2 b as as b

Doppelspiegel Strahlteiler ~Phasenschieber “

Abbildung II1.12.: 4-Pole

Zukv qu (11161)
E(“(r, t) _ A(+)(r t) (I11.6.2)
= 1Z w; u;(r (kv — j) (I11.6.3)

Annahme: Die Moden-Eigenschaften sind im Fernfeld lokal tiberall unterscheidbar (or-
thogonal): Fokussierte Strahlen

u(r) -up(r) =~ 0 firj#j’ (I11.6.4)
Input: E-(Hr,t: . =1{ay,as,...
Output:  E /(r,t): q; ={by,bs,...}
Vier-Pol:
{ai, ag} — {by, bs} (I11.6.6)

111.6.2. Lineare Transformation

b B;; B
H=p(™ I e (I1L.6.7)
b az Ba1 Ba
Postulat ,passiv: Energie-Erhaltung

‘b1‘2 + ‘b2’2 = ‘a1‘2 + ‘a2’2 (IIIGS)

Die komplexe Matrix B ist unitér. Beweis (I11.6.7):

(bl b2> : (b;‘) = (Bllal + Bioas Boai + B22612> : <B;: + BZ:)
= (1Buaf* + [Bar|*) ar|* + (|Bof + [Bof*) ||
+ (By;Bi5 + By B3y) aa3 + c.c.

(111.6.9)
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II1.6. Theorie des Vierpols (Strahlteiler)

Aus Gl. (I11.6.8) folgt:

B+ Bl = Bl + Bl =1 —_—
Wegen (BT);; = (B*); und Gl. (IIL.6.10) ist schlieflich
1
BB = = <o ?) v (111.6.11)

Behauptung: Jede unitdare 2 x 2-Matrix lasst sich darstellen als das Matrix-Produkt

(,,drei Schritte”, ohne Beweis)

)(eizﬂ . y ) (111.6.12)

Nogd[o)

—sin = Cos

el¥/2 0 cos % sin
9

_ A2
B=e < 0 e i¥/2 e

mit den reellen Parametern A, ¥, 0, ®'. Damit folgt

O | Li(P+Y)/2 i _

. COS - € S1n T
B — A2 ( A ( p) (111.6.13)
— Sin 5 € COS

It + o =T+R=1 (I11.6.14)

wobel T fir Transmission und R fiir Reflexion stehen.

IEntsprechend gibt es auch 4 unabh. Basis-Matrizen im 2-dim. Zustandsraum
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Vereinfachte Implementierungen:

a. Dielektrische Mehrfachschicht (MS): A=Y =0 =0

S S
T=coso P —sin B (I11.6.15)
T, p sind reell.
b. Einfach-Schicht (ES): A =0;¥ =—-® =7
] S
T=cos p= —isin B (I11.6.16)
c. 50-50-Strahlteiler: @ = —7
1 1 -1 1 1 —i
BMS — gES — —_ [~ (I1L.6.17)
vl vl
B liegt fiir jeden Strahlteiler konstruktiv fest!
Beachte: €2 =1, ™ = —1.
d. Doppelspiegel (DS)
0 i
BDS — ( 1) (I11.6.18)
10
I11.6.3. Quantenmechanische Formulierung — Heisenberg-Bild
a; — di di? a’ = 161
A [A AJ] Y (111.6.19)
bi — bi [bi’ bj*} = 16ij
HKlassische (Operator-) Transformation:
b A bi At
ol Y e ) = [ (I11.6.202)
b2 (e5)) b2 as
61 - Blldl + B12d2 61 - Bildl + BE@; (III620b)
by = By Gy 4 Baody bl = B3al + Bial (I11.6.20c)
al By B\ (bl
Inverse: C}% = (" A% (I11.6.20d)
a, Bio B b,
Eigenschaften:
~n 2. 2. .t] ! %
[bl,b-{] = ’BH} |: 15 aﬂ + }812’ |:C12, a;] =1 (III621)
R/A_/ Hf_/
-1 =
— [Bu|*+ [Bia|" =1 vgl GL (111.6.10) (I11.6.22)
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II1.6. Theorie des Vierpols (Strahlteiler)

Analog bekommt man

-1 -0
[6,.65] = B,,B3, [, al] + BB, |4y, a)
+ B12]351 [Aza Cﬂ] + B1QB;2 [A2> d;} = 0 (111.6.23)
0 T
= -1
— B,;B5; + B;,B5, =0 vgl. Gl. (I11.6.10) (111.6.24)

Operator-Darstellung von B (A = 0):

10 0 —i
6, > 0, = 6, = 0y = 111.6.25
Q J vy (iO) ( )
B(W,0, @) = ¢ 1¥0:/2¢7100y/2,=i®0:/2 (I11.6.26)
Beachte:
¢'*% =1 cos & +16j sin (I11.6.27)

Invariante, ebenso leicht nachzurechnen (vgl. Gl. (II1.6.9)):

bib, + bib, = ... = ala, + ala, (I11.6.28)

111.6.4. Schrdédinger-Bild (Exkurs)

Das Heisenberg-Bild ist fiir die Input-Output-Analyse gebréuchlich, schon wegen der
Analogie zur klassischen Darstellung. Um die Umtransformation auf das Schrédinger-
Bild zu finden, benétigt man das Standard-Transformationsgesetz. Statt (I11.6.20):

b -~ fay) -
Heisenberg-Bild: (J) =Uu (tll> ur (111.6.29)
b az

Jordan-Schwinger-Darstellung (U. Leonhardt):

o1
u:§(@m+@%)
T
u:i(@%+@m)
1 (I11.6.30)
faz—(wa—am>
21 12 21
T
u:§(@m+@%)
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III. Elementare Input-Output-Analyse

L, kommutiert mit allen Operatoren L;, Ly, L3 (Drehimpulskommutatoren).
Behauptung, ohne Beweis, vgl. Gl. (II1.6.26; vgl. Euler-Winkel bei starrem Kérper in
theoret. Mechanik):

U(A,0,0,V) = e i@ Ls Oz o —i¥L; o —iAL (I11.6.31)

}win> — }wout>

. ‘ A (I11.6.32)
Schrodinger-Bild: }Wout> =uf ’Wm>
Beispiel (U. Leonhardt, S. 77): Zwei-Moden-Fock-Zustand als Input
IN: ) = (nyhno!) /2 (ai) 1 (ai) *00) (I11.6.33)
OUT: Ut fnny) = (nitny!) /2 Ut (a{) 1(@3) " U oo) (111.6.34)

1 einschieben

da U [00) = ]00) ,Vakuum produziert Vakuum (Energie-Erhaltung) “. Nun folgt mit Hilfe
der Gln. (II1.6.20): Inverse (I11.6.20d):

al _ (Bu Ba bl
al Bi, By ) \b]
a

Nun mit (II1.6.29)

> O
—+ =

7N
o o

N —+ = — N —k = —
\_/
I

™
=
o I
S

A A
— Uf < U= Bu Ba a% ; also
d B12 822 d2

U fnyms) = (nyIn!) /2 (BnaHBma;) (BmaHBZza;) 00)  (II1.6.35)

,Optisch gemischter Fock-Zustand “. Im folgenden Heisenberg-Bild.

[11.7. Ein-Photon-Input am Strahlteiler

Sei der Input-Zustand
Wiy = af o) (IIL.7.1)
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I11.7. Ein-Photon-Input am Strahlteiler

I11.7.1. Direkte selektive Messung (Heisenberg Bild)
Nach (II1.4.5):

P=o(¥,|E EL [w,) (IIL.7.2)
N P, S(+) o p
Eout {bL b;} Eout {blu b2}
by = p*d; + T4y b} = pal 4 tal
616y = (val — p"a}) (va, —pa,) =IvPala, — vpala, — p*vala, + IoPala,
— ?I?l = ‘p d;dQ + Heisenberg-Bild (111.7.4)
entspr. b;bz = ‘T d;dz +
. (2) . 2 At A . 2
Detektor D, : P® = «|t|” (0] ajd, [0) = /7| (II1.7.5)
Detektor Dy : PO = afp|*  analog (111.7.6)
Die Parameter T, p des Strahlteilers fiihren hier also zu Wahrscheinlichkeiten!
111.7.2. Koinzidenz-Messung (Heisenberg-Bild)
Y ) sei weiterhin gegeben durch (II1.7.1), [¥'") = [ny = 1,1y = 0)
Korrelation: P12 = o (Y™ bib,blb, “Pin> (IIL.7.7)
Aus Gl (I11.6.21) :
1 A x AT A * A 2,0 F A
1 AT A x AT A * A 2,
bib, = |Bas| abd, + ByyB ala, + By B, 4k, + |Ba [ ata; (I11.7.8D)

Vakuum 1 b, /\g

IN OouT

dQ l31 \/Z Dl

Abbildung I11.13.: Schema des Strahlteilers B aus (I11.6.13). Konvention: Moden-Index
1 =abfallend, 2 = ansteigend.
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Im Erwartungswert (II1.7.7) verschwinden alle Terme, in denen links a! bzw. rechts a,
vorkommt, sowie mit ungleich vielen Erzeugern bzw. Vernichtern pro Mode, da der Input
von Kanal 1 das Vakuum ist. Also wird

T4 LT * *x A A oA A 2 2,0t A At a
~—~
=i+ala,
2 2, . \9 " % o~ 21 12,4 2 2 £\ A
= ‘312‘ ‘322‘ (M2)” + By BlyBoy Byt = ‘P‘ ‘T‘ (1) + ‘T‘ (—p")pna
=RT (A3 —ny) (IIL.7.9)
wobei RT = |p|?|t]?.
PU2) = aRT[ (02| A3 [0R5) — (02| A2 [07,) | | = «RT (N3 — ny) (I11.7.10)

Bei ny = 1 geméf (I11.7.1):
(IL7.11)

Aus (I11.7.5), (I11.7.6), (I11.7.10) folgt fiir beliebiges ny = fester Parameter (scharf):

PW = oR - my
P@ = «T - n,
P(12) n2 — TN 1 .
9" = ppe g3 (g, b firme — oo (Vel (IV.335)
2 2
g??) = 1: unkorreliert.

Betrachte zwei verschiedene Interpretationsmodelle (Einzelereignisse 0,1):

a. 50:50-Strahlteiler mit [¥ ™) = al|0), Analogie hierzu: Galton-Brett 50:50. Siche
Abb. TI1.14.

IN

(65

D,

Abbildung IT1.14.: links: 50:50-Strahlteiler, rechts: Galton-Brett 50:50
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I11.7. Ein-Photon-Input am Strahlteiler

Expt. Nr. a b ¢ d e 1
out Nl =- =R
. . 1 0 1 1 0 1 2
Simulation: 1
Nout 1 0 01 0 Ny=- =T
N,'N, 0 0 0 0 0 2
N1N2 - O
b. ,Photonen teilbar
— 1
NP b by oy | Nimg R
Simulation: N %1 %1 %1 %1 NG — 1 T
Ni-Ne 1 7 1 1 %
N1N2 - Z

Anmerkungen:

o Allein mit den Aussagen (II1.7.5) und (II1.7.6) kann man zwischen beiden obigen
Modellen nicht unterschieden!

e Mit der Bedingung (I11.7.11) {iberlebt nur das diskrete Modell a! Die Koeffizienten

‘T ‘2 =T, p‘Q = R kontrollieren die Wahrscheinlichkeit. Die einfallenden Photonen
werden in festen Quanten auf die Ausgénge verteilt, aber so, dass im Mittel das
Intensitatsverhéaltnis R/T konstant ist.

e Bei nur einem Input (wie oben) ,yerunreinigt das Vakuum am zweiten Input den
Output durch Fluktuationen. Beide Inputs sind notwendig zur vollstandigen Be-
schreibung.

Experiment nach Grangier, Roger, Aspect, Europhys. Lett. 1, 173 (1986) (siche Abb.
II1.15). Nur bei einem Klick bei Dy werden beide Gates gedffnet. Damit werden zuféllige

D1 —
Gate
::l _______ |
by |
|_ < . > > r-l —l D2
C & : 0
D (e5)) i 2
0 . ! Gate
ap |

Abbildung II1.15.: Versuch nach Grangier et al.
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Detektions-Ereignisse unterdriickt. Entsprechend Bedingung (II1.7.11) ist das Photon

unteilbar, d. h. entweder Klick bei D; oder bei D,.

111.7.3. Homodyn-Messung (,,balanced homodyne detection®)

Literatur: Scully, S. 130, D’Ariano, quant-ph/9902013

Definition: Operator fiir Intensitéits-Differenz

912 =b'b, —blb,

Transformation geméfs (I11.6.20):

A

n 2,01 A x AT A * AT A
b]lLbl = Tal + B11B12a;a1 + B12]311“1r

(}BH‘ — ‘Bm} ) (ala1 agaQ)

+ ala, (ByoBY, — ByBj,) + ala, (ByyBY, — ByiBjy)

Setze speziell (vgl. Strahlteiler ES nach Gl. (I11.6.16)
B11 :T:COS§ :B22
.. 0
B12 = ISIH§ = le

}811‘2 — ‘Bm}z = cos? g —sin2% = cos B

0 0
B12B>1k1 — BQQB;l =2-isin 5 COS 5 —isin®

915 = cos 0 (didl — ) +1isin 0 (a1a2 — d;dl)

50:50-Strahlteiler:

.
>

a s ata N
Vg = —1 <a1a2 — a2a1>

Nur der Interferenz-Term tberlebt!

Bei einem Ein-Photon-Zustand als Input (vgl. (II1.7.11)):

win) =al0) = Pa~ (W™ [d2[¥™) =0

(111.7.12)

(111.7.13)

(I11.7.14)

(111.7.15)

(111.7.16)

(I11.7.17)

(I11.7.18)

(111.7.19)

(I11.7.20)

Nun fiigt man zusétzlich in Kanal 1 einen starken Input (,lokalen Oszillator) hinzu:
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1I1.8. Ein-Photon-Interferometrie

D,
a; by \<
B /@’ Differenz-Intensitét
as b, 2
D,

Abbildung II1.16.: Schema Oszillator

Semiklassische Parametrisierung (D’Ariano, quant-ph/9902013)
al,a, — al, o4 mit
a; = |a;| e (I1L.7.21)

a>1'< — |a1| 6*1@12

mit @i als relative Phase beziiglich Mode 2. Beachte: ein einzelnes Photon (Fock-
Zustand) hat keine eigene Phase!

Sy =ilag|e'®r (dE — 6126_21(912) (II1.7.22)

Messung der Quadratur-Observablen:

@12= 0 1@12”d£_a2N]52 ( )
T . . . . II1.7.23
P12 =3 1(}12~a£—i—az~Q2

Homodyn: w; = wy = relative Phase @15 = const
Heterodyn: w; # wy = @15 schwankt zeitlich.

111.7.4. Doppel-Homodyn-Messungen

Literatur: Romer, S. 277

Man kann die beiden Messungen der Gl. (I11.7.23) sogar ,gleichzeitig” ausfithren durch
die Kombination zweier Homodyn-Anwendungen! Erfolgt hier die Messung inkompati-
bler Observabler!? (H.A. Haus, S. 298)

Man kann die Moden ¢ und d unabhiingig messen, durch den Strahlteiler tritt jedoch
ein Rauschen auf. Die Unschérfe der gemessenen Quadratur-Operatoren ist dann der
doppelte Heisenberg-Limit 2h!
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Starker Oszillator (gemeinsam)

\

Abbildung IT1.17.: Doppel-Homodyn: Zwei Detektor-Sétze!

111.8. Ein-Photon-Interferometrie

111.8.1. Mach-Zehnder-Interferometer

,Kombi-Vierpol“, klassische Formulierung
Die geometrischen Wege sind gleich, betrachte nur die Zusatz-Phasen durch optische

Bauelemente wie Strahlteiler
1 1 1
BES — G (i i) (II1.8.1)

0
BDS:<‘ 1) (I11.8.2)
i 0

und Doppelspiegel

Phasensprung von ¢™/2 = 7, auch andere Phasenspriinge méglich!
Phasenschieber:
1 [ei®/2
RPh _ ﬁ ( 0 ei“’/2> (111.8.3)
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1I1.8. Ein-Photon-Interferometrie

Doppelspiegel

Abbildung II1.18.: Mach-Zehnder-Interferometer. Konvention: Moden-Index
1 = abfallend, 2 = ansteigend.

Linearitat:
Input
. -/
bi) 1 (1 i) (e®? 0 0 i) 1 (1 i) (fa)_g, (@
by) V2 \i 1 0o o2 \i 0)v2\i 1)/ \a) ™ 7"\
W_/
Output
(I11.8.4)

gemeinsame Phase

1 —ei0/2 _pie/2 | oie/2 _jo—ie/2 (:05512e —sin £

Bt = ~ . . . . =— 2 ) (IIL8.5
2 <—i(3“p/2 + jel®/2 —ei0/2 _ (ie/2 ) <—|— sinfg— cos £ ) ( )

2

Die Gesamtanordnung besteht aus zwei 50:50-Strahlteilern vom Typ ES und einem
Phasenschieber, sowie einem Doppel-Spiegel. Dies ist dquivalent zu einem allgemeinen
Strahlteiler vom Typ MS (vgl. (I11.6.16), (II1.6.15)). , Effektiver Vierpol“. Die Phase ¢
ist anpassbar!

111.8.2. Quantenmechanische Formulierung (Heisenberg-Bild)
Aus (I11.6.20)
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III. Elementare Input-Output-Analyse

as

—> 1 (,Teilchen®)

AT

Dl D2 E— 2 (,,VVeHe“)

Abbildung I11.19.: Experiment zum Welle-Teilchen-Dualismus

und, mit (I11.8.5):

o

0
52[3 = by =a;cos3 —aysinf}

o

I:dicosﬁ—dgsinﬁ

Zur Berechnung von b!b, und blb, vgl. (I11.7.13).

Sei [¥) = @l |0) (ein Photon). Man erhélt an den Detektoren ein ,Phasenmuster®:

(111.8.6)

Diese Experiment ,beweist” die Wellen-Natur des elektromagnetischen Feldes: Phasen
gibt es nicht fiir Teilchen. In Abb. II1.19 zeigt die Messung oben (1) den Teilchen-
Aspekt, die Messung unten (2) den Wellen-Aspekt (Phasenabhéngigkeit). Dies zeigt den
Welle-Teilchen-Dualismus. Die Messungen 1 und 2 sind natiirlich nur alternativ moglich!

111.8.3. Beispiel: Phasenschieber in der Teilchenoptik

Neutronen-Interferometrie im Schwerefeld: Experiment nach Colela, PRL 34, 1472 (1975)

Z De Broglie:
2mh
=hlkl=—
pl=hik = =
Fir z =0:
p? 27%h?
& == Neutronenstrahl Exin 2M  MA2

0

26

(111.8.7)



1I1.8. Ein-Photon-Interferometrie

D
F Mo
geht verloren A 1 C

Abbildung II1.20.: Versuch nach Colela. Links: Interferometer, rechts: Weg-Schema

Eigenschaft der Quelle am Ort z = 0:

27
A= ME (I11.8.8)
Im Schwerefeld: Energieerhaltung!
2 23 2 T"L2k2
E= I\T:[—; = oM + Mgz = const (II1.8.9)
0
e dm® 2M’gz  4n? - M?gz A2
Y h2 A2 2m2h?2
27 M?2g z A2
0

Phasenunterschied: dapp — dacp. Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen Punkten:

©AB = QcD vgl. Abb. II1.20 rechts

Pac = kol
¢@Bp = kol — aph'l

Z A Zahl4
rate

: UVAVAVA:

ho/
ry

> x | o
A 1 C v 0

v

Abbildung II1.21.: Beispiel: Phasenunterschied am Si-Einkristall, 10cm lang. Links: sche-
matische Anordnung mit Drehung um x-Achse, rechts: Zéhlrate eines
Zahlers (z.B. D), symmetrisch bzgl. «
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III. Elementare Input-Output-Analyse

x=0: ‘ dasp — Pacp = —apF

Drehung der Anordnung:

h=hgcosax = Ad = —apFcosa

111.9. Zwei-Photon-Interferometrie (Acht-Pol)

Literatur:

Horne, Shimony, Zeilinger, PRL 62, 2209 (1989)
Greenberger, Horne, Zeilinger, Phys. Today, Aug. 1993, S. 22
R. Gosh, L. Mandel, PRL 59, 1903 (1987)

Scully, S. 601

111.9.1. System

Zwei Subsysteme 1,2 mit jeweils zwei Moden ki, ks.
Quelle: parametric down-conversion Typ 1 (vgl. Abschnitt II1.3.2)

) (1.2) = —= [[la(1).Jal2) + (1), T (2))

mit maximaler Verschrankung. (symmetrisch! Bosonischer Charakter)
Bilokale Transformation:

B(1,2) = B(1) @ B(2)

Fiir Subsystem 1:

b)) 1 (1 i) [fei2 0 0 i\ [a(1)
bo(1))  v2 \i 1 0  &«2] i 0/ \ay(1)

o8

(111.8.11)

(111.9.1)

(111.9.2)

(111.9.3)

(111.9.4)

(111.9.5)



II1.9. Zwei-Photon-Interferometrie (Acht-Pol)

Detektoren

o
b, (1)
Zwei-Photon-
Qqelle ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
|1y 1n>
b,(1)
“> p
+o/2 !
relativer
Phasenschieber

Abbildung I11.22.: Schema Zwei-Photon-Interferometrie, Acht-Pol (vier Inputs, vier
Outputs)

111.9.2. Koinzidenzmessungen

yInterferenz 4. Ordnung”

I ~ (W] bl (1)b](2)b,(2)b,,(1) [¥ ™) (111.9.6)
B4(2)bm(1) = D Baw (2) B (1) (2) @y (1)
Sei t
W) = % [a}(2)al(1) + af(2)al(1)]10)  (verschriinkt) (I11.9.7)
> Bul2)Bu1) [¥) = = [Bral2)Bua(1) + Bur (2B 1] 0) (1L9.8)
Einzelfalle:

b2(2)b1(1) ‘Win> = B22(2)B11(1) + B21(2)B12(1)] |0)

— % [(—% eiﬁ/z) (—\% ei“/z) + (% 616/2) (% ei“/Q)] 0)

= — (el P2 _e—i(cx—ﬁ]/2) 10) = % sin (o‘g ) 0) (I11.9.9)
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III. Elementare Input-Output-Analyse

1 _
— |1~ 5 s (550 (111.9.10)
2 2
Entsprechend ist
Bo(1)B1(2) W) = ... = gin (oc [3) o)
V2 2
1 _
— |1~ 5 s (257 (I11.9.11)
2 2
sowie |
a i 1
bovb (1 winy = — 1 s [P ) o
1(2)by (1) [¥™) v <2)|>
152171) ~1 COs2 (‘X_ ) (111_9.12>
2 2
und
1 _
L") ~ 5 cos” ((XTB) (I11.9.13)

Insbesondere: Fiir «x = 3 = 0:

(2,1) (2,1)
I12 :I21 =

(2,1) (2,1)
I11 2122 =

o= O

111.9.3. Lokale Messungen (,Interferenz 2. Ordnung’)
I~y
bu(1) =) Buw (1)aw (1)

bl (1)b,, (1) [W™) (I11.9.14)

mn 1 A A
b (1) ¥ ™) = 7 [Bui(1)aj(2) + Buo(1)al(2)] [0)
A N . 1
(W™ 0], (1)6,,(1) [¥™) = 2 [Buu (D[ + 5 [Bua(1)] = 5
Hierbei wurde benutzt:
(0] a,al]0) =0 etc.
<0 dzdg O> =1 etc.
m_q@_ L _
= |1/ =1 = B = const ! (I11.9.15)
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II1.9. Zwei-Photon-Interferometrie (Acht-Pol)
Es existiert also keine Phasenabhéngigkeit, obwohl die lokale Phase «, 3 in die Koinzi-
denzmessung eingeht! ,Visibility” (Kontrast):

[max _ Imin

e — I11.9.16
Imax _|_ Imln ( )

Im Koinzidenz-Fall ist h = 1, lokal ist h = 0! Weitere Charakterisierung: Kovarianz

Setze hier
AW =bl (Wb, (W) m=1,2 p=1,2
1 x—fB 1
(21) _ /21 _ = 2 _ | =_Z
Vo1 = Vi, —2[sm < 5 ) 2] cos (o« — )
1 x— 1
@1 _ 21 _ 1 2 1
Vil Vs5 b [cos < ) ) 2} +—cos (¢ — f3)
111.9.4. Produktzustands-Input
Statt (I11.9.7):
\Wi“> =[¥Y(1))® \\y(2)> (I11.9.17)
— 130 = (¥(2)|61(2)b,(2) [W(2)) (¥(1)] bf,(1)b,,(1) [¥(1))
11(121111) g (I11.9.18)
Lokale Interferenz:
Betrachte [W(1)) = [+(1)), wobei
1
1+£(1)) = NG [a] +ial] |0) (I11.9.19)
1
by [W(1 — |B +iB1o(1)[ 10
1‘()> \/5[11() 112()}|>
1 .
— 5 [ e+1oc/2 —1oc/2} |O>
= —COoS <§> 10)
Ig ) = cos? (E)
2 (I11.9.20)
IV = sin? (2‘)
§ 2
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III. Elementare Input-Output-Analyse

T T

Fa Y Ya (Vi

T K Ty
AN (Vg

Pumpe 2w

Abbildung I11.23.: Energieschema Kaskadenprozess

Damit folgt, mit (II11.9.18):

1(121’1) = cos’ <g) cos® (%) etc. (I11.9.21)

Vgl. (I11.9.12) Die entsprechende Kovarianz Vl(f Y verschwindet. Lokale bzw. Koinzidenz-
Interferometrie ist komplementéar!

111.9.5. Franson-Interferometer

("Reisezeit-Verschriankung")

Literatur:

J. Franson, PRL 62, 2205 (1989)
Kwiat, PRL 47, 2472 (1993)
Kwiat, J. mod. Opt 44, 2173 (1997)

Zwei-Photonen-Quelle: Kaskadenprozess (vgl. Kapitel I11.3)

Zeitskalen: T;: zeitliche Unbestimmtheit der Kaskaden, T,: Differenz der Emissions-
zeitpunkte, At: Messfenster

W+ Wo

W =~ Wy = W
2

Der Unterschied der Reisezeiten 1/s sei AT, es gelte 1o < AT < 1;.
Schema ,,Acht-Pol“, mit Al; = 1j — s; j =R, L

a. Fiir At > AT spielen alle Wegkombinationen |ss) , |s1) , [Ls) , [Ll) mit. Es handelt sich
also um einen Produktzustand, es gibt keine Koinzidenz-Korrelationen (vergleiche

(111.9.17), (I11.9.18)).

Wiy & (Is) + 1) @ (Is) + 1))
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II1.9. Zwei-Photon-Interferometrie (Acht-Pol)

£ 1L\ i lr \

ar i i agr
b b
DQL{ / L 2 / R \ } Dar
SL Quelle SR
DlL DlR

Abbildung I11.24.: Franson-Interferometer. Links (L) und rechts (R) gibt es jeweils
zwei mogliche Pfade (Moden). o, f =Phasen ldngs Pfad oben (Lé&n-
ge 1) /unten (Lénge s).

b. Fiir At < AT gilt: Nur [l1) und [ss) kénnen ,mitspielen®.

}qj in> = % [|1L1R> + |SLSR>} (111922)

Phasenunterschied:

w w
B=—sL+—sr
c c

a=21 + Sy (I11.9.23)
C C

—  a—p= (AL +AL)

Gemifs Gleichung (I11.9.13) ergibt sich fiir die Koinzidenzrate eine Variation durch Aly,
und Alg:

I(LvR) g
2c

1 2

(Al + ALR)] (I11.9.24)

Es gibt keine lokalen Interferenzen in I} und I}!

111.9.6. Quantenoptischer M?-Pol (zu Abb. [11.25)
Literatur (Prinzip): M. Reck, A. Zeilinger et al, PRL 73, 58 (1994)

Bisher war M = 2. Zerlegung von By in 2 X 2-dimensionale Untermatrizen: siche Abb.
I11.25. Unitédre Transformation von Moden-Operatoren:

M
bj=) Byax j=12....M
k=1
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III. Elementare Input-Output-Analyse

111.10. ,Welcher-Weg"-Information und

Quantenradierer

Literatur:

Elitzer, Vaidman, Found. Phys. 23, 987 (1993)
Kwiat, Zeilinger, PRL 74, 4763 (1995)

Kwiat, Zeilinger, Spektrum der Wiss., Jan 1997, S. 42
Kwiat, Zeilinger, PRL 83, 4725 (1999)

Vaidman, Quantum Optics 6, 119 (1994)

Schenzle, Physik in unserer Zeit, Nr. 1, S. 8 (1994)

111.10.1. Geht das?

In der Literatur existieren unterschiedliche ,Geschichten als Motivation:

64

a. Elitzer, Vaidman, Zeilinger: Menge von Bomben mit neuartigem Sensor, einzelnes

Photon bringt Bombe zur Explosion. Annahme: Bei manchen Bomben fehlt der
Sensor. Kann man mit Licht herausfinden, welche Bomben funktionieren, d.h.
sortieren? Beachte: Falls die Bombe explodiert, war der Ziinder gut. Andernfalls
fehlte er.

. Vaidman: Ein Physiker behauptet, er habe einen Superdetektor gebaut mit hun-

dertprozentiger Effizienz fiir alle Teilchen (z.B. Photonen). Dieser liege jetzt in

einem verdunkelten Zimmer. Kann man den Detektor lokalisieren, ohne dass es
klickt?

. Schenzle: Der Scherzartikel-Hersteller ,,Hahnenschrei* bietet Glaskugeln an, die bei

Morgensonne mit einem Knall zerplatzen. Diese sind perfektioniert, d. h. ein Pho-
ton geniigt. Durch eine Unachtsamkeit geraten nun gefiillte und ungefiillte Kugeln

Spiegel

Abbildung I11.25.: Quantenoptischer M2-Pol



II1.10. ,Welcher-Weg‘~Information und Quantenradierer

\ T / Objekt

Schirm

Strahlteiler

Abbildung II1.26.: Gedankenexperiment nach Gabor

durcheinander. Bei Dunkelheit sind beide ununterscheidbar voneinander, bei Hel-
ligkeit gehen funktionierende Kugeln kaputt. Kann man diese ,,guten” Kugeln ohne
Zerstorung aussortieren?

111.10.2. Paradoxie: Beobachtung ohne Wechselwirkung

D. Gabor, Progr. Optics I, Light and Information. Sein Argument hat Bezug zur Debatte
um Maxwells Ddmon (Bennett, Sci. Am. 257, 88 (1997)) Klassisch gilt:

I=Aj+ a*+2aApcosd
Lasse a — 0 gehen mit Aga = const. Interferenzterm — Objekt.

These: Dies funktioniert nicht wegen der Quanten-Natur des Lichts, nach der Photonen
unteilbar sind. Mindestens ein Photon muss das Objekt ,sehen. Stimmt das?

111.10.3. ,Welcher-Weg"“-Markierung durch klassisches Objekt

Modell: Beschreibe das Objekt als Strahlteiler mit Transmission T und Reflexion R.
Der Strahlteiler ,Objekt “ hat ,,2 Zustande™:

e Bei ,nicht vorhandenem® Objekt ist T =1,R = 0. (bezgl. Mode 2,3)
(Verallgemeinert: Kwiat, PRL 83, 4725 (1999))

(10
BOPI = (0 1) (I11.10.1)
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III. Elementare Input-Output-Analyse

e Bei vorhandenem* Objekt: T=0,R=1 (I11.6.13)

. 0 —1
BOPI — (111.10.2)
1 0
3-Moden-Beschreibung: (6-Pol)
b, &
by | =GP | @, (I11.10.3)
b as
a. Objekt ,nicht vorhanden‘:
a; — af 1 00
a,— a,pC =101 0]|=1 (I11.10.4a)
as — aj 001
(II1.8.5) Gesamt-Andordnung:
et = |75 =[(0 -1 0 (I11.10.4b)
Beff
0 0 0 -1
£) —sin (£ 10
da B — _ C?S(2) sin ($) s (I11.10.4c)
sin (55) cos (529) Wihle e =0 \ 0 1
b. Objekt ,yvorhanden®
a, — aj 110 0
a,— a,p P =100 —1 (I11.10.5)
as — aj o1 0
Spiegel BS1
b, a
by, | = a, | (I11.10.6)
63 d3
1 i i ~ ~
3 T3 T ap ap
— i1 _% a, | =ef| a, (I11.10.7)
%5 3 0 as as
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II1.10. ,Welcher-Weg‘~Information und Quantenradierer

- BS1; e Spiegel |

Abbildung I11.27.: 3-Moden-Ersatzschaltbild (Input nur in Mode 1).

Die einzelnen Operatoren by sind also:

.\ 1
b1:—§ ( 1+1a2+1 2(13)
N 1
b, = 5 (1 a, — a) (I11.10.8)
by = — (i, +a
3 \/5( 1+ ay)

Besetzungszahl-Operatoren:

a1
b6, = - (aial +aba, +2ala, + Kreuzterme)
ctp L (ats L osta o gata
byb, = 1 (a1 a, + ay,a, + 2a3a; + Kreuzterme)
N TSN SO0 SO
bsb, = 3 (al a, + a,a, + Kreuzterme)
Input: i) = al o)
Dy: P®~(yi in k=1,2,3
D,: PO~ 1
4
D,: P@~ i (I11.10.9)
D,: P®~1L
2
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Abbildung I11.28.: Experiment nach Diirr et al mit Rb-Atomen. Zwei separate

Atomstrahl Quelle

Doppelspalt B / \ C T stehende Lichtwellen Wiight
- Bragg-Strahlteiler

Fernfeld
| | | Z
~ D1 — 0 <~ Dgr—
Detektor Detektor

Interferenz-Experimente nach links (L) bzw. nach rechts (R)

Falls das Objekt nicht vorhanden ist (vgl. (I11.10.4)):

D,: P~
Dy: P@~0
Dy: P®~0

(111.10.10)

Falls Detektor 1 klickt, kann das Objekt da sein oder auch nicht. Man fahrt fort mit

einem zweiten Photon.

Falls Detektor 2 klickt, ist das Objekt vorhanden, aber es ,sieht” kein Photon.

Findet hier eine Beobachtung ohne Wechselwirkung statt? Das Photon kann nicht den
Pfad genommen haben, auf dem sich auch das Objekt befindet! Dies beruht auf der
Unteilbarkeit des Photons, denn ansonsten ndhmen nur alle Intensitdten kontinuierlich

ab.

Falls Detektor 3 klickt, ist das Objekt vorhanden, es ,sieht” das Photon.

111.10.4. Welcher-Weg-Markierung durch inneren Freiheitsgrad

(QM)

Teilchenoptik:

M.O. Scully et al, Nature 351, 111 (1991)
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II1.10. ,Welcher-Weg‘~Information und Quantenradierer

|

z (mm)

L 0 R

Abbildung II1.29.: Interferenzmuster, ,lokale Kohérenz*

P.G. Kwiat et al, PRA 45, 7725 (1992)
J. Summhammer et al, Phys. Lett. A 50, 110 (1982)
M.O. Scully, S. 568
Literatur:
Diirr et al, Nature 395, 33 (1998), sieche auch:
Englert, Phys Bl. 54, 999 (1998), O. Steuernagel, quant-ph/9908011

Experiment: Rb-Atome aus magneto-optischer Falle (gekiihlt) im freien Fall

N = 1 (d. h. ein Subsystem), p = 1 = Atom, 0: transmittierter Strahl (Weg C), 1:
gebrochener Strahl (Weg B), Geschwindigkeit der Atome v ~ 2ms

In beiden Detektoren Dy, Dy treffen Atome ein, welche tiber Weg B oder Weg C gekom-
men sind. Es kommt zur Interferenz, vgl. Doppelspalt, geometrischer Phasenunterschied!

1
w(1)) = 7 [10(1)) +11(1)) ] (I11.10.11)

Erweiterung: N =2 (Tensorraum), p = 1: Atom, Translations-Freiheitsgrad,
u = 2: innerer Zustand des Atoms:

Zwei Hyperfein-Niveaus von ¥Rb, n = 0,1 (Abb. II1.30)

Markierung: Siehe Abb. II1.31. Im Fernfeld gilt (sowohl fiir Dy, wie fiir Dg):
1
V2

a. Keine Messung des inneren Zustands m = 0, 1. Spure diesen Freiheitsgrad aus:

W) = — [100) +[11) | (I11.10.12)

b(1) = Spur,(p) = <(1) ?) = 2 0WYOWI+ 3 W)W (1110.13)

Man erhélt eine Mischung — keine Interferenz!
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III. Elementare Input-Output-Analyse

Zweiter Freiheitsgrad: =2

Abbildung II1.30.: Hyperfein-Niveaus des Atoms

) = 1i(1)j(2)) \10(2)> = Atomstrahl im Grundzustand
Mikrowelle
[1(2)) +10(2)) Superposition
Lichtwelle phasenabhéngige Streuung
1(2)) —10(2)) / \\ 1(2)) +10(2))
Mikrowelle
1(1) 1(2)) =[11) 0(1) 0(2)) = 00)

Abbildung I11.31.: Markierung

b. Mit Messung von n: [0(1)) oder [1(1)), keine Interferenz!

Ursache: Verschriankung zerstort lokale Eigenschaften, dies geschieht hier durch die
Uberlagerung der beiden Pfade. Ob der Pfad (innere Zustand) gemessen wird oder nicht,
spielt keine Rolle!

111.10.5. Quanten-Radierer

Definiere:
() = % [10()) + 1)) (I11.10.14)
Darstellungswechsel:
1 1
¥) = 7 [100) +11) | = 7 [++) + 11— ] (I11.10.15)

Nach Messung von |+(2)) ,|—(2)) und anschliefender Selektion, ist der Strahl beziiglich
w =1, d.h. |[£(1)), lokal kohédrent. Nun ist wieder Interferenz vorhanden! (Gedanken-
Experiment von Scully; vgl. Abb. I11.32)

1

w(1)) = 7 [10(1)) +[1(1)) ] (I11.10.16)
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II1.10. ,Welcher-Weg‘~Information und Quantenradierer

Beachte: Der Radierer funktioniert nur beziiglich der Interferenz-Zerstoérung durch Ver-
schrankung ohne vorherige Messung von 0, 1 bzgl. (2).

+(1)) unselektiert

Schirm \ ; Schirm
Abbildung I11.32.: Interferenzmuster zu Scullys Gedankenexperiment

Experiment nach Walborn, PRA 65, 033818 (2002):
Markiere ein Photon durch ein Photon, vgl. (I11.3.13), Polarisationsverschrénkung durch
Parametric Down Conversion (PDC) 2 (lineare Polarisation in x-/y- Richtung)

[¥) = [ x(1) @ ly(2) + 1) © x(2) (10,17
Lokale Kohérenz: v(1)) = % [10(1)) +1(1)) ] (I11.10.18)
Hier: ) = — [ £ Iy) ] (111.10.19)

V2

Ohne Polarisator gibt es keine Interferenz! Mit einem Polarisator in 45°-Stellung wird
|+(1)) selektiert, in -45°-Stellung |—(1)), und es gibt Interferenz.

Anmerkung: Das Experiment testet nur einen Aspekt des Quantenradierers! Die Ursache
der Verschrankung ist hier nicht die Pfadmarkierung.

111.10.6. Welcher-Weg-Markierung: klassischer Limes
(., Teilchen-Optik")

Warum zeigen makroskopische Objekte keine Interferenz, z. B. am Doppelspalt?
Wie grofs kann man Objekte machen, bevor sie die Féahigkeit zur Interferenz verlieren?
Wo liegt die Grenze zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik?

Interferenz-Experiment mit C%°-Molekiilen nach Arndt, Zeilinger, Nature 401, 680 (1999);
651 (comment)

Die Molekiile emittieren bei einer Temperatur von 1000°C zwei bis drei IR-Photonen
wahrend der Passage. Ist das eine Pfadmessung?
Aber: es gibt keine Information iiber den Weg der Molekiile, da die Wellenlédnge der
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D,
Ohne/ Mit 45°-Polarisator /\g ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

e

Koinzidenz
e |00), [11) ohne Polarisator
y | [4++), [——) mit Polarisator
/ l
BBO l
//*\F\ \; 777777777777777 !
Doppelspalt ¥ D
,Schirm*

Abbildung I11.33.: Schema zu Scullys Gedankenexperiment

Photonen A sehr viel grofser ist als der Spaltabstand d (A > d), daher ist ihr Auflo-
sungsvermogen zu gering! Es folgt

1 2nth
}\P> = ﬁ [|0> + ’1)} & ’1(2)) )\DeBroglie = T

Molekiil-Pfad  Photon

Klassischer Limes: die hohere Temperatur aufgrund von inneren Freiheitsgraden fiihrt
zu einer kiirzeren Wellenldnge der emittierten Photonen! Dies erlaubt eine Pfadmessung
und damit Interferenz-Verlust.
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V. Zustandsmodelle

IV.1. Charakteristische Zustandsparameter

Motivation: Eine vollstdndige Zustandsbeschreibung ist oft zu aufwéindig, da der voll-

standige Zustand nicht messbar und auferdem nicht immer wichtig ist.

Kenngrofsen:
e Von-Neumann-Entropie
e Reinheit (Purity)
e Metrik (Abstand)
e Reduzierte Entropien
Funktionen:
e Verteilungsfunktionen (Photon-Statistik)

e Korrelationsfunktionen

IV.1.1. Von-Neumann-Entropie

Definition:

S(p) = —ko Spur{pln p} (ko = const)

Beachte:

mp=1In) pyli){l#) pyli)
) )
Zur Berechnung wahle die Eigendarstellung:

pli) =p;l)
= f(p)[j) = fp;) i)
plnplj) = pjlnp;lj)

Sz—kOZp]lnp]
J

(IV.1.1)

(IV.1.2)

(IV.1.3)
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1V. Zustandsmodelle

Eigenschaften:

a. Wahl der Einheit kq:

Inx =In2-log, x (IV.1.4)
. 1
Sei ko = ™)
S=—=) p;jlog, pj = —Ishannon [Bit] (IV.1.5)
j

S = Mittlere Zahl von ja/nein- Entscheidungen, um in Diagaonalbasis Zustand fest-
zulegen (Ignoranz-Interpretation), Ensemble. Ispannon ist die Shannon-Information.
In Folge wird ko = 1 gewahlt

b. Reiner Zustand:

lim pjlnp; — 0 fir j#m

S =Smm=0 (IV.1.6)

c. Breiteste Verteilung, ohne Struktur: p; = %

1.1
Smax=—) —In—=In (IV.1.7)

IV.1.2. Momente des Dichteoperators

C(q) =Spur{p} =) p¥ q=1,23,... (IV.1.8)
D pd<) p¥Y py=) pd!
Y% v \/71 v
.<CM)<CB)KC@)<Cc) =1 (IV.1.9)

C(2) ist die ,,Purity (Reinheitsparameter)

IV.1.3. Linearisierte Entropie

St =1 —Spur{p?} =1—C(2) (IV.1.10)

Eigendarstellung:
Sin=1-3 p? (IV.1.11)
j
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IV.1. Charakteristische Zustandsparameter

Mit der grafisch leicht zu zeigenden Ungleichung
Inx <x-—1

folgt (ko =1 in (IV.1.3)):
1—p; < —Inp;j

S = Z p;(—1In p;) Z p;(1 =1- Spur{pQ}
j

— S > Slin

IV.1.4. Bures-Metrik (kommutatives AbstandsmaR)
D?)p, = Spur{(p — p/)Q}
Eigenschaften:

D% >0
D?=0<=p=9¢

WV

/

Dreiecksungleichung (ohne Beweis):
2 2 2
Dpp/ < Dpp// + Dp//p/
Speziell: Reine Zusténde:

o = |[¥)(¥|
p' =[®)(®|

(IV.1.12)

(IV.1.13)

(IV.1.14)

(IV.1.15)

— D’ = Spur{f)2 —p —p'p+ (ﬁ’)2} = 2[1 — Spur{|¥) (¥|®) (®I}]

Hier wurde benutzt: Spur{A + B} = Spur{A}+ Spur{B}. Zur Berechnung wihlt man eine

vollstandige Basis Z] o (1. “P]> mit “1’0> = “1’>

D? =2 (1 [(¥]@)[") <2

Das Abstandsmaf ist gegen unitédre Transformationen invariant:

(IV.1.16)

(D)2 = spur{U(p— p")*U! b = Spur{ U U(p — p")*} = Spur{ (p — p)*} = D*

Anwendung auf unitéire Zeitentwicklung: Da der Abstand unter einer unitaren Transfor-
mation erhalten bleibt, ergibt sich kein dynamisches Quantenchaos (keine Sensibilitét

wie kleine Anfangsdistanz, spéter grofe Distanz)!
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1V. Zustandsmodelle

IV.1.5. Tensorraume

N=2: H=H(1)® H2) Dimension: n =mn;-n,

Produktbasis:

1)) = (1)) @ [j(2))

Produktdarstellung (mit Doppelindex):

Zustand }‘1’> = Z Cij 11ij) Cy = <ij}‘l’>
ij
Operator M = Z Z Miyj 50 [13) (1] My, vy = (LI M)

ij i/

Tensorprodukt von Matrizen (N =2,n;, = 2)

A11B11 A11812 |
_A@‘B _ AHB A12B _ A11B21 AllBZQ |
AnB AypnB k |

|

Reduzierte Dichtematrix:

p1 = Spury{p} = pii/(1) = Z Pin,i'n
n

IV.1.6. Reduzierte Entropien

76

a. Additivitat: Fir den Produktzustand p gelte

p=p(1) ®p(2)
S = —ko Spur{p(1) ® p(2) In(p(1) ® p(2))}

Benutze die Eigendarstellung
p(1)®p(2) = > plt'pl [i) (i
i,j
Der Operator ﬁ(A) hat das gleiche System von Eigenfunktionen wie A:
n(p(1) @ p(2)) = > n (ol{pf}) i) i
i,

= (mpy +mnpj) i) (ijl

= 3 ol Y )01+ Y el )6 Y )

=Inp(1)®1(2)+1np(2) ® 1(1)

(IV.1.17)

(IV.1.18)

(IV.1.19)

(IV.1.20)

(IV.1.21)

(IV.1.22)

(IV.1.23)
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IV.1. Charakteristische Zustandsparameter
—> S = —Ko Spur{p(1) ® p(2) [Inp(1) ® 1(2) +Inp(2) ® 1(1)] }
Benutze die Beziehung Spur{A(l) ® A(Q)} = Spurl{A(l)} . SpurQ{A(Q)}
= S = —ko Spury{p(1) In p(1)} - Spury{p(2)} — ko Spur,{p(2) In p(2)} - Spur,{p(1)}

Die Entropie ist also additiv:

S=S5(1)+S(2) (IV.1.24)

Diese Extensivitat gilt jedoch nicht allgemein.

. Theorem von Araki und Lieb
(Commun. Math.Phys 18, 160 (1970)):

IS(1) = S(2)I < S <IS(1) + S(2)|

Anmerkungen:

e Die Sub-Additivitat S < S(1) + S(2) gilt auch klassisch; die linke Seite der
Ungleichung gilt nur quantenmechanisch.

e speziel: S=0=—=S5(1)=S5(2) > 0!
(Ming Li, P. Vitanyi, An Introduction to Kolmogorov Entropy, S. 64)

. Einbettung
Schmidt-Zerlegung: immer moglich fiir N = 2

V) = Zcxj lp5 (1)) ® [p;(2)) (IV.1.25)

(p(1) = loal” S = (p(2)) s

Reduzierte Entropien:

S(1)=5(2) =Y || log,|e]” =0 (IV.1.26)
j

Umgekehrt: Jeder nichtreine Zustand

p(1) =D po [Wi(1))(Wi(1)] (IV.1.27)

lasst sich als Teil eines groferen Systems in einem reinen Zustand auffassen
(,Einbettung®):

(IV.1.25), (IV.1.27): W(12)) = ) Ve [Wi(1) @ |Wi(2)) (IV.1.28)
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1V. Zustandsmodelle

S(u) = 0:
e klassischer Mangel an Kontrolle (Ensemble), oder
e mikroskopische Unbestimmtheit (Verschrankung, Entanglement)

Diese Interpretationen sind beziiglich des Subsystems p nicht unter-
scheidbar!

Frither war ausschliefslich der erste Fall, die klassische Mischung, popular als Deutung.

Verschrankung bei gemischtem Zustand (Vedral, PRA 57, 1619 (1998)) Wenn ein
Zustand p (N = 2) verschrankt ist, kann [W) kann nicht geschrieben werden als

p=) wip(D®p2) Y w=1 w=0 (IV.1.29)
j j

p;j(p) darf als rein angenommen werden, d.h. eine fehlende Verschrénkung muss hier
nicht bedeuten, dass p faktorisiert, d.h. p = p(1) ® p(2); ,klassische“Mischung bedeutet
nicht Verschrankung.

IVV.2. Photon-Statistik

Greife eine beliebige Mode {k, v} heraus und wéhle eine spezielle Darstellung fiir den
Dichteoperator p:

IV.2.1. Fock-Darstellung von p

Fock-Basis:
i=4q'q q < Gy (IV.2.1)
nn) =nn) n=0,1,2,...,d—1 (kiinstlich beschrénkt) (IvV.2.2)
b= pnn/m)m| (IV.2.3)
Prn = Spur{p m"Y(n|} = (n|pn’) (IV.2.4)

Anmerkungen: Dies ist die Operatordarstellung im Liouville-Raum der Dimension d?
bei einem Hilbertraum der Dimension d. Als Basisoperatoren dienen hier die Ubergangs-
operatoren

my(n’| = Py (IV.2.5)
Pyn = PTTm, (nicht hermitesch)
Spur{]snn,]s:rnm/} = O0nmOn/m’ ,orthonormiert® (IV.2.6)
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I1V.2. Photon-Statistik

Definiere als Photonstatistik P(n) die Diagonalelemente von p in Fock-Basis':

P(TL) = Pnn

Mittelwert:

n = Spur{pii} = Y (n|pn’) (n'|pn)

n,n’

= Z Pnn - M (= 1. Moment)
n

IV.2.2. Schwankungs-Malie

e Varianz:

(An)? = Spur{ﬁ(ﬁ—ﬁ)z}
= Spur{f)(ﬁ)2} +7? — 21 Spur{pi} = n? — w2

e Fano-Faktor (Bachor S. 79):

(An)?
f=——20
n
e Mandel-Qy-Parameter:
An)? —m
Q=" s

Qum = —1 Fock-Zustand: (An)? = 0, keine Schwankungen

Qum = 0 Poisson-Verteilung, s.u.
Qum = 0 ,Super-Poisson*
Qu < 0 ,Sub-Poisson”

IV.2.3. Spezielle statistische Modelle P(n)
(Mandel, Wolf, S. 23)

a. Binomialverteilung nach Bernoulli:

(IV.2.7)

(IV.2.8)

(IV.2.9)

(IV.2.10)

(IV.2.11)

Bei N Versuchen bzw. Beobachtungen sei 3 die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg,
(1—p) fiir Misserfolg. Gesucht ist Py(n), die Wahrscheinlichkeit fiir n Erfolge bei

N Versuchen. Man erhilt

N
n

putm) = ()i

(IV.2.12)

1Zustand muss in Fock-Basis nicht diagonal sein; pnn sind nicht unbedingt die Eigenwerte von ¢!
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1V. Zustandsmodelle

N!
n!(N—m)!"

(E) = Binomialkoeffizienten =

n=Np (IV.2.13)
n2 = Np + N(N—1)p?
(An)? = NB(1—B)

Qu=-—B>-1] f=1-p (IV.2.14)

b. Poisson-Verteilung:
Ausgangspunkt ist die Binomialverteilung mit N — oo und m = Nf3 konstant.

P(n) =" 13 (IV.2.15)

n2=m’+mn
(An)? =Tt = Np

Qu=0| f=1 — Glauber-Zustand

c. Bose-Einstein-Verteilung: (Mandel, Wolf, S. 25)
Ausgangspunkt ist die Binomialverteilung mit Beriicksichtigung der Ununterscheid-
barkeit der Sequenzen. Aus (IV.2.12) folgt:

PeNm) ~pr(1—p)N "
B
1—p !

N

n

mit der Fugazitat . Mit N — oo und Normierung ergibt sich
(vgl. quant-ph 0010010 sowie Romer, Filk, S. 149):

p(n) =1 —nn? (IV.2.16)

Qu=n=>0| f=1+7 Super-Poisson

Interpretation: P(n) ist die Wahrscheinlichkeit fiir n Photonen in einer Zelle des
Phasenraums, wenn das optische Feld im thermischen Gleichgewicht ist.
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1V.3. Korrelationsfunktionen

IVV.3. Korrelationsfunktionen

1IV.3.1. Struktur

Sei A(a) eine Operatorfunktion mit « als kontinuierlichem Parameter.
C(e, B) = Spur{pA()B(B)} = (AB) (IV.3.1)

Beispiel: Spin-Spin-Korrelationsfunktion (6; sind die Pauli-Matrizen)
. 01 . 1 0
O—X — O"Z =
10 0 —1

A(0,) =sin 0,6, (1) + cos 0,6, ()
C(01,05) = Spur{pA(0:)A(0,)}

Sei nun

C ist hier eine Funktion der Spinrichtungen (Winkel) in der (x,z)-Ebene.

IV.3.2. Feld-Korrelationsfunktionen 1. Ordnung
Literatur:

Scully: Quantum coherence functions, S. 111

R.J. Glauber, Les Houhes Summer School 1964, S. 65 ff
R.J. Glauber, PR 131, 2766 (1963)

Gardiner, Quantum Noise, Springer

Mandel, Wolf, Optical coherence and quantum optics, S. 591
Aus (IV.3.1) (Skalenfaktor €, Polarisationsvektor e):

Al) — E ) = igqeediron

; g ) - (IV.3.2)
B(B) —E (r,t)= —igq:‘(ee—l(k‘r—wt)

Definition: Zwei-Punkt-Erwartungswerte im Heisenberg-Bild, normalgeordnet, (vgl.
die Propagatoren in der Festkorper-Vielteilchentheorie)

GL it ) = spur{p(@)E,(r EL (7, 1)} =61 kx| (1v.3.3)

vv/ vv/

wobei Eg/i) die Feldkomponenten sind und % = {r, t}.

Eigenschaften:
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1V. Zustandsmodelle

Spur{AT} = Spur{A}* —

* . . T
61 xx)” = spur{ (L 0EL 1) | (V3.4
— Spur{ﬁ(ﬁ)(x’)ﬁy)(x) ()} = Gs/l/ﬁ)(x’,x)

Spur{ﬁATA} > 0= G"Y(x,x) >0 reell wegen (IV.3.4) (IV.3.5)

c. Setze A = MEM) (x;) + MEF) (x3) (vgl. Mandel, Wolf, S. 586). Dann ist mit
beliebigen A;
Spur{pATA} =) At Y NG (xq,x5) = 0= det |GV (xi,%)| = 0
{pATA} Z ; j j j

Koeffizienten-Matrix

Fir Af = A =1;i=j = 1,2, (IV.3.5) und det|G| > 0 folgt die Schwarzsche
Ungleichung:

G(l’l)(XhXﬂ : G(l’l)(x2ax2) > }G(Ll)(xl’x?)f (IV'3'6)

G(l’l)(X1,X1) > det ‘G(Ll)(xl’xﬂ‘

Normierte Korrelationsfunktionen:

G (x,x/)
(1,1) _ vv' ’
(64" %) G e %))
Aus (IV.3.6):
GV (x, x")|?
‘9(1,1)‘2 — | (x, x)| <1 (IV.3.8)

Aus (IV.3.3) folgt weiterhin, dass G, eine Matrix ist, d.h. es ist e, ® e, zu bilden!
Diese Vektoren konnen beliebig orientiert sein.

Kohéarenz erster Ordnung: (Meystre, S. 19 ff)

Ef(r,t) =E"(r,t) + EF (1, ty)
(e
A 2 . 2 e 2 A A 2
[~ ‘E+(1’,t)‘ = ‘E+(T1,t1)‘ + ‘E+(T2,t2)‘ +2Re [E7 (11, t1)E (12, 1))
=GV (r, t; T, tn) + G (g, ta; 10, t0) + 2Re GV (1, 145 19, 1)

I = Intensitit. Sei nun G (1, t1; 19, t2) = ‘G(l)(rl,tl;rg,tg)‘ e,
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1V.3. Korrelationsfunktionen

2ReGY(1,2) = 2/GHY (1, 2)] cos @
Lo = G (1, 1) + G (2,2) 4 2/G™HY (1, 2))
Luin = GV (1, 1) + G (2,2) — 2|61 (1, 2))

Kontrast:

Lnax — L
V __ _max min
Imax + Imin

/N
—_

2 |G (1, ty; 12, o) |

V=
GO (1), t: 11, 1) + G (1g, to; T, to)

(IV.3.9)
V wird maximal, wenn in (IV.3.6) Gleichheitszeichen gilt, d.h. G-V (1, 2) faktorisiert.

IV.3.3. Anwendungen

a. Absorptiver Photodetektor (,direkte Messung®, siche auch Abschnitt 111.4)
Die lokale Zahlrate beziiglich fester Polarisation wird beschrieben durch das Inten-
sitatsfeld I(x):

I(x)~ GV (x,x) >0 (IV.3.10)

Das Feld wird ausgemessen, indem die Detektorsonde von Ort zu Ort bewegt wird.
Bei einem stationédren Feld gibt es keine explizite Zeitabhangigkeit.

Detektoren, die auf stimulierter Emission beruhen, fiihren auf ,anti-normal geord-
nete Korrelationsfunktionen. Ansonsten benutzt man ,,normal-geordnete Produkte
von Operatoren.

b. Polarisationsmatrix (Aspekt der Vektorkomponenten, Orts- und Zeitabhéingig-
keit unterdriickt, H. Romer, Theoretical Optics, S. 239 ff)

Betrachte die Moden k||kes v,v’' = 1,2 Feldkomponenten

-v/

S (€ —)E%+)> (k —)13_%+)> _(]n 112> (IV.3.12)
1 2

Vgl. (IV.3.3): Jour = spur{ﬁ(oni:(jﬁ(“} (IV.3.11)

Jor Jao
Es gilt:
Jir 20, Ja2 20 reell
Jiz = —Ja"
= =17 hermitesch (IV.3.13)
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1V. Zustandsmodelle

Jede hermitesche 2 x 2-Matrix lasst sich darstellen durch vier Basismatrizen:

Jd=jol +jo& (IV.3.14)

Hier (neben der 1-Matrix):

10 0 1 0 i
5y = 5y = 5y = IV.3.15

(im wesentlichen Pauli-Matrizen, hier ist eine andere Schreibweise iiblich)

Stokes-Parameter: jo,j1,j2, j3

= (J‘)“l )2+1J3> (IV.3.16)

jo—1s3 Jo—J1

Schwarzsche Ungleichung:

’<E§‘]E§“> 2 < <E§‘)E§+]> <E§‘)E§“>
JizJor < Jii)2e
detd = JuJas — JuoJor 252 32 > 0 (IV.3.17)
= |jl <jo (IV.3.18)
Spurd = <E§*)E§“> + <E;*)E;“> —92j, Intensitit (IV.3.19)

Messbarkeit der Stokes-Parameter

1

Abbildung IV.1.: Polarisationsfilter , Ersatz-Schaltbild

(Relativer) Phasenschieber :

ev/2
K() = ( i /2> (IV.3.20)

e 1W/2 Jo1 Joo
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1V.3. Korrelationsfunktionen

Absorptiver Polarisationsfilter P: Projiziere E auf die Polarisation e = (cos9,sin8,0)"

2 .
Projektor (nicht unitér): P(0) = ( 'CZS 0 . 51ngg<;se> (IV.3.21)
S111 U COS Sin
Pl =P =P? (IV.3.22)
3 =PJP
Spur J’ = Spur{d P} < Spur J (IV.3.23)

Folgende Kombination der Transformationen von P und X definieren ein Messprogramm
iiber Intensitdtsmessungen:

Spur{d P(0)} = jo + 1
Spur{d P(1t/2)} = jo — j1
Spur{d P(mt/4)} = jo +j2

spur{ (71/4) 9K (rt/4)T P(r/4) } — jo + s

Spezielle Polarisationszustinde

e Unpolarisiertes Licht:

i=0, J=jol (IV.3.24)
detd =jg
e vollstandige Polarisation:
i =32 (IV.3.25)
detd =0
Polarisationsgrad:
P= m (IV.3.26)
Jo
Anmerkung:

Es ist eine direkte mathematische Konsequenz von Gl. (IV.3.13), dass beziiglich der
Polarisation die Spin-Algebra relevant wird. Dazu ist also die formale Einfiithrung von
Photonen als Teilchen mit Spin Eins nicht notwendig!

IV.3.4. Feld-Korrelationsfunktionen 2. Ordnung
Literatur: Mandel, Wolf, S. 585

Definition:

G2 i (X1,%X2:11,Y,) = Spur{p(0) EL ) (x1)EL (x2)ELH (Yo ) B (yy) } | (IV.3.27)
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1V. Zustandsmodelle

mit den Feldkomponenten x; = {rj,t;} etc. Bei G(mn) beschreibt m die Anzahl der
(—)-Terme und n die Anzahl der (+)-Terme. Die Vier-Punkt-Funktion G ist der nor-
malgeordnete Erwartungswert im Heisenberg-Bild.

Eigenschaften:
G£,21’3,)2 W g (Xl, X2;X1, Xz) >0 vgl. (IV35) (IVBQS)
Schwarzsche Ungleichung (vgl. (IV.3.6))
2
’G£/2173/]2u2u1 (X17x2; Yo, yl) ’ < G£/2173/)2\/2\/1 (xh X2;X2, xl) GEL2173L]2H2H1 (yla Ya: Yo, yl)
(Iv.3.29)

Normierte Korrelationsfunktionen mit fester Feldkomponente nach Glauber:

9(2’2)(7(177(2392791) = SRLILCH A 1/2 (IV.3.30)
[T, [GD (x5,%5) G (y5, y5)]
Beachte: Hierfiir gilt nicht die Ungleichung (IV.3.29)! Daher:
1g®?| £ 1 (IV.3.31)
Definition: Kohérenz zweiter Ordnung (Meystre, Sargent, S. 340)
1g*?| =1 (IV.3.32)
Dies folgt, falls G'2?) faktorisiert, d. h. falls gilt (unkorreliert):
G2 (x1,%X2: Yy, yy) = U* (%) U (x2)U(y2)U(yy) (IV.3.33)

Analog Kohiirenz 1. Ordnung: g'!) = 1 unabhingig von Ort und Zeit! Vgl. (IV.3.9).

Anwendungen:

a. Zweipunkt-Koinzidenzmessungen
Fiir stationdre Felder: T =t’ — t, die Feldkomponenten seien fest.

I(r,v',t)~ G®)(r v/ v/ v, 1) (IV.3.34)

Beispiel: eine Mode: (k, w)

A

E(+] — igqei(kr—wt]

feste Polarisation
G®2 (11,15, 15,11) = [€* Spur{p(0)g74Taq}
Gl (IL3.2): g'g=4qq" — 1 q'g'gg=...=(M)*—n
G =g (n? —m)
G = e[ spur{p(0)gq} = m[e
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1V.3. Korrelationsfunktionen

Die normierte Funktion g% wird zu:

Speziell: Fock-Zustand p mit n2 = 72, da Eigenzustand zu il

(22) —_ 1 _

<1 (m#0)

Sl =

g9

(IV.3.35)

(IV.3.36)

Einphoton-Zustand: g3? = 0, keine Koinzidenz, das Photon ist unteilbar (expe-

rimenteller Aspekt, vgl. Kapitel I11.7, Kapitel IV.3.5)

Fiir p gilt die Poisson-Statistik (Glauber-Zustand). Aus Kapitel IV.2: n2 = n? —m.

Demnach folgt hier:

(22) _q

g9

b. lokale Intensitits-Korrelationsfunktion
Stationaritét: to = t; + T, sowie vy =15 = 0. Aus (IV.3.10) folgt:

I(t) = (G (1)) = (G (1 + 1))

,Zeitliche Koh#irenz 2. Ordnung®: (g'? (1) > 0)

<EH(t1) E e+ E(+)(t1)>

(2)( ): 2
o 1(0)]

Definition: Photon-Bunching (zeitlicher Aspekt)

g# (1) <g®(0) >0
1

w(1)) = NG [10(1)) + [1(1)) ]

yeufélligh

p b

bunching

t
gezéhlte Photonen (,,photon counts®)

Abbildung IV.2.: Photon Bunching

(IV.3.37)

(IV.3.38)

(IV.3.39)

(IV.3.40)
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1V. Zustandsmodelle

g (Th g?(1)a
therm. Licht (1 Mode)

,chaotisches Licht

T T ] 1
Poisson-Statistik, kohédrentes Licht

(Laser)

v
A

> T

Abbildung IV.3.: Bunching (links) und Anti-Bunching (rechts)

Bunching:
9P () =14 (gM (1) =1+e""" Gauk

Anti-Bunching, nicht-klassisch:
1
g?0)=1— —< 1 gl (IV.3.36)
Siehe Abb. IV.3, Literatur: H. Bachor, S. 53; Walls, Milburn, S. 40

IV.3.5. Feld-Korrelationsfunktionen n-ter Ordnung

Definition:

e (+)

(=) ~(—) ~ (+)
() B (Xng1) .. E

G(n’n)(X1,---,x2n) ESpur{f)(O)f:_ (Xl) ... E (x2n))}

(IV.3.41)

Fundamentale Eigenschaften:

a. G =0 fiir n > N, der maximalen Anzahl von Photonen in p.
~ (

Beweis: B (%) ... B (xnsp) p(0) = 0 fiir p > N

b. G (x; . X, Xn oo xg) =0

c. Meystre, Sargent, S. 940:
Ein Feld heifft kohdrent n-ter Ordnung, falls fiir alle m < n gilt :

G(mml)(xl co Xy Xt - Xom) = EF (%) o EF (X ) E(Xmp1) - E(xam)
(IV.3.42)
Die €(x;) sind komplexe Funktionen.

d. Im Allgemeinen haben die Funktionen GU™™) keine intuitive Bedeutung mehr
(Mandel, Wolf, S. 591). Die vollstdndige Darstellung von p durch die Korrelations-
funktionen ist aber im Prinzip moglich.
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IV.4. Kohérente (Glauber-) Zustiande

IV.4. Kohirente (Glauber-) Zustande

Man betrachtet eine selektierte Mode {k, v}.

Definition: |x) als Eigenzustidnde zu §. Im Vakuumzustand ist o« = 0.
qlo) = o) (IV.4.1)

Eigenschaften:

a. Fock-Darstellung:
konjugierte Gleichung zu (IV.4.1)
(o g7 = (o o
gt ) = (n+1)* In+1)
(o gf ) = o (afn) = (n+1)2 (ain + 1)

o
— I+ 1)(al = CESIE (nf)
Rekursion:
“m
(mla) = iy (Olex)
— o) = Z ) (nle) = Z ) Gy (O0)
Normierung:

1—oc|oc—‘()|oc}z 1/2—‘O|oc)‘e

— (0for) = o |1*/2 reell
o) = a2y (n(T;/? ) (IV.4.2)
b. Photon-Statistik
b=\ (x| = 1o Z % In) (n/|
o™ >
P(n)=(m|pn) = Ch] e 1®" | Poisson-Verteilung! (IV.4.3)
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1V. Zustandsmodelle

c. Momente (leicht nachzurechnen):

= (ol o) = |of” (IV.4.4)
n? = (o] 22 |o) = o + |ox|? (IV.4.5)
(An)? =n? -7 = |of =7 (IV.4.6)
(IV.2.11): Qu=0 Mandel

d. Zeitabhingigkeit: Mit (I1.4.12), H = hwn, und (IV.4.2) erhilt man den nicht-
stationédren Zustand

(1)) = e M x(0))

_—lx|?/2 ot —inwt
=e Z (n!)l/Qe n)
n

= |axe ') (IV.4.7)

e. Erwartungswerte der Quadratur-Operatoren: Mit einer festen Mode {k, v}
(vgl. (I1.3.17))

D i A iw A —iw
Py () = 7 (quevL t e t)
Im Heisenberg-Bild, es sei « = |« e!®; zeitunabhingig
» 1 * 1w —iw 1 *
(o] Prey (1) |ox) = NG (e —ae™") = NG (x*(t) — (1))
: (IV.4.8)
_ = o (lti8 _ gmiewtid)

(o] Prey (1) ) = V2ot sin(wt — §) (IV.4.9)

Entsprechend:

2
<0(| ka(t) |(X> - % (O(* (t) + (X(t)) _ % |O(| (eiwt—ié + e—iwt+i6)
=2l cos(wt — §) (IV.4.10)

f. Korrelationsfunktion 1. Ordnung
Glauber, PR 131, 2766 (1963)
Gardiner, Quantum Noise, S. 242; Mandel, Wolf
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IV.5. Squeezed States

Nach Gleichung (I1.3.13) ist, mit (r,t) =x, ¢ = kr — wt

( ) 18qelkr wt) = 8qeld)
(IV.41) = EM(x) |oc> =ix€e?|a) = i€a(x) |ox)

A

entspr.. (] E)(x) = (o Ex*(x)

Sei nun
p(0) = lo){«]
G (x,x') = Spur {E™) (x') o) ()} = el )" (x) €[
|o(x") o (%)
lg" Y (x,x")| = 75 =1
Lo (x) ou(x) o (%) x(x1) ]
’g“vl)’ ist also konstant (,,Kohérenz erster Ordnung")!
g. Korrelationsfunktion 2. Ordnung
n2 7 _
(IV.3.35): g2 = nﬁ2 Tom=laP 1= oft o
4
— [g?¥ = la” _ 1 fiir alle &
o[t

IV.5. Squeezed States

Literatur:
Mandel, Wolf, S. 1034 ff
Scully, S. 57

Walls, Milburn, S. 15

faktorisiert!

(IV.4.11)

(IV.4.12)

Definition 1 (formal): Spezielle Bogoliubov-Transformation fiir eine Mode {kv}

b=pq+vy

Die Parameter p,v sind komplex. Der adjungierte Operator dazu ist:

bf =g +v*g
Kommutatoreigenschaften:
Fordere [B,BT}_ = (’uf — ‘V’z) 1=1

" = v =1

(IV.5.1)

(IV.5.2)
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1V. Zustandsmodelle

Ein Zustand [B) heifst squeezed state (verallgemeinerter kohdrenter Zustand), falls gilt:

bIp) =BIB) (IV.5.3)

und analog A
(BIb" = (BIB*
Eigenschaften:

a. Beziiglich b sind mit |3) die Verhiltnisse wie bei Glauber-Zusténden (p = 1,v = 0)

b. Inverse Transformation:

1w b —vof
= ub" —v*b

N

—+ O
I

c. Aus b folgt: _
BlgIB) =np—vp"=p
(Bla'IB) =up"—v'p=p" (IV.5.5)
Bla'alp) = |B|" + |v[°

d. Unschérfe (ohne Beweis), vgl. die Quadratur-Operatoren (I1.3.17)

(AQ)? !u v/’

(AP)? \u+v‘

(IV.5.6)

[1+ (2Im(pv*))?]

B~ =

1 * *
J[1= (v —vu)?] =

(AQ)*(AP)* = -]

Im Fall von ,squeezed states” gilt, vgl. (IV.5.6):

2(AQ)* < 1 < 2(AP)? oder
2(AP)? < 1 < 2(AQ)?

Definition 2: ,Squeezing Operator*

S(e) =exp [—% (e*q® +e(g")?) | (IV.5.7)

Hierbei ist T der ,squeeze parameter und ¢ = re'©.

Eigenschaften:

a. Unitaritéat:
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IV.5. Squeezed States

N 2(AP)? »
/ Squeezed
4 |
«—— Squeezed
| 3
N N
Glauber 1 . Glauben
. Q Verbétener Bereich . 2(AQ)2
(zu bestimmter Zeit) 1
Abbildung 1V .4.: Squeezed States
b. ohne Beweis: o R
SgStT=ug+vg' =0o (IV.5.8)

wobei p = cosht (reell), v = sinhr - e und ‘uf — ‘V‘Z =1, vgl. (IV.5.2). Bei
T = 0 Glauber-Zustand.

c. Deformierter Glauber-Zustand. Behauptung:
B) = le, o) = S(e) [o) (IV.5.9)
Beweis: (Mandel, Wolf, S. 1039, Gl. 21.3-9)
(IV.5.8),(IV.5.9): bIB) =S(e)gST(e)S(e) Jor) = Sq o) = &S Jex) = x|B) v
wSqueezed Vakuum®: [0) = [ = 0)

(B=014"gIBp=0)=|v["(B=0[6b"Ip =0) = |v|" #0 (IV.5.10)

d. Unschéirfe: (Mandel, Wolf, S. 1040): |B) = |e, &), geméif c.
Ohne Beweis, mit ¢(t) = wt — d:

2 (e, ol (AQ)? |e, ) = cosh 2r — sinh 21 cos(0 — 2b(t))

Fiir r = 0 ist (AQ)? = + . unabhiingig von t (Glauber).

Fiir r > 0 ist die Varianz abhéngig von t und hat ein Minimum bei ¢(t) = 0/2:

. 1 1
(e, o (AQ)?|e, o), i = 3 [cosh 21 — sinh 21‘] =3 e 2T (IV.5.11)

Analog hat sie bei ¢(t) = —0/2 ein Maximum:

. 1 1
(e, (AQ)?|e, &),y = 3 [ cosh 2r + sinh 2r] = 5 e’ (IV.5.12)

e. Anwendungen: ,Messungen jenseits des Quanten-Limits®, , stroboskopische Messung

(Scully, S. 57; Meystre, S. 438, Mandel, Wolf, S. 1037). Vergleiche auch (IV.5.11),

(IV.5.12). Interessant fiir die Detektion von Gravitationswellen.
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1V. Zustandsmodelle

Abbildung IV.5.: Entwicklung eines ,Squeezed States”, r > 0

IV.6. Thermische Gleichgewichts-Zustande

Kanonischer Dichteoperator

Beobachtungs- (Kontroll-) Ebene: {G1, Gy, ..., Gy} mit b n?—1=s

GV=Spur{ﬁGV} v=1,...,b

Dies reicht bei weitem nicht aus, um die Dichtematrix festzulegen! Forderung an die
Entropie (Jaynes-Prinzip):

S(p) = —ko Spur{pln p} maximal!

unter den Nebenbedingungen G, und mit den Lagrange-Parametern {3, (vgl. Fick, Sau-
ermann, Quantenstatistik dynamischer Prozesse I). Es ist

b
L= Spur{exp (Z BVGV> }
v=1

b
npp=—>» ByGy—InZ-1
v=1

Damit folgt

und fiir den Mittelwert dieses Ausdrucks, wie auch im klassischen Fall

S=%k > B+Gy—kolnZ

Gleichgewichts-Thermodynamik

Man betrachtet ein kanonisches Ensemble. Mit b = 1 sei G; = H und G; = E. Die
Konstante kg ist dann die Boltzmann-Konstante kg ~ 10~4eV /K. Der Dichteoperator
wird zu

1 1

p= 7 &P (—B1H), P1= KT (IV.6.1)
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IV.6. Thermische Gleichgewichts-Zustande

Thermische Strahlung
,Schwarzkorperstrahlung® (Loudon, S. 7ff) Sei eine feste Mode: {k, v}:
H =hwi (IV.6.2)

Die Nullpunktsenergie fallt im folgenden heraus. Die Fock-Darstellung von p ist dann
mit

B=c M/keT (] (IV.6.3)
: NN
Fock-Basis: P = (N|pn’) = ZB“énn/
7 — Z (n| o B1H n) = S an 1 (IV.6.4)
n B g ~1-B
= Pan=(1—B)B" (IV.6.5)
Eigenschaften:
a. Mittlere Photonenzahl
M=) npnn=(1-B)) nB" (IV.6.6)
oB™
— =nB"! IV.6.7
g = ( )
0 0o 1 B
n=(1-—B)B— B"=(1—-B)B— = IV.6.8
n={1-B aB; =BT~ 18 (1V.6.8)
Die mittlere Photonenzahl folgt einer Bose-Verteilung:
= ! (IV.6.9)
~explhw/kgT) —1 o
1_0
n=-B—-Z
"TZ°%m
Beispiel: Mit hw = 1,5¢V und kgT = 0,25¢V (£2500K) wird @ ~ 1073,
Bei kg T = 2.5 eV (=25000K) wird n ~ 1.
b. Mandel-Qy-Parameter
n?-m=3 (n?-n)pn, = (1-B)Y (n*-m)B"
Beachte:
o B"=n(n—1)B"? = B? o B™ = (n? —n)B"
0Bz~ 0Bz~
—nZ-m=(1 —B)B2a—2 > BT =(1- B)B2a—2L (IV.6.10)
B 0Bz 4" 0B21—B o
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1V. Zustandsmodelle

Nebenrechnung;:
o 1 1
0B1—B (1—B)?
o0 1 ~ 2(1-B)
0B(1—B)2 (1—B)*
Dann ist
n2 —7w = 2(1 — B)B? -8 _, B = 2(7)? (IV.6.11)

(1-B)* (1-B)?
Quadrat der Abweichung (vgl. Kapitel I11.2):
(An)?=n?— M)’ =2M)’+n—-M)’=Mm)>’+n

Der Mandel-Qy-Parameter ist also vom Typ ,,Super-Poisson‘:

An)? —m
Qu = (“)?“ =T >0 (IV.6.12)

c. Energiedichte iiber alle Moden {kv}

W W
Beachte Polarisation
2V 81
2 Pk = k2dk
; RPE J (2m)? J
2d
Jk2dk — J w_2_w
c? ¢
Also

H) 1 [
% = v ZEkﬁkv — ‘[E((,U)dw ~ (kBT)4
kv 0

wobei wegen (IV.6.9):
_ how? 1
-~ m2c3exp(hw/kgT) — 1

e(w)
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IV.7. Bell-Zustédnde und ,,Quanten-Mirakel”

TQ >T1

T

w

Abbildung 1V.6.: Energiedichte fiir Bosonen

IVV.7. Bell-Zustande und , Quanten-Mirakel"

IV.7.1. Operator-Darstellungen in SU(2)
Literatur: G. Mahler, Quantum Networks, S. 114

Die Ubergangsoperatoren Pj;r = [j)(j’| j =1,2,...,n bilden eine orthonormierte Basis:
]Sl];k/ = P, Spur{]sjj’]s]ik’} = 0510k
Jeder Operator ist im n2-dimensionalen Liouville-Raum darstellbar als:
6= p5Ps
j. 3’

pjjr = Spur{pP;; }

(IV.7.1)

Speziell fiir n = 2 sind als Entwicklungsoperatoren alternativ die (unitéren) Pauli-
Matrizen

ol =6, o6lo;=1 6o=1 (IV.7.2)
sehr praktisch. Es gilt (1,j = 1,2, 3):
Spur{6;6;} =26;;  Spur{6i} =0 (i#0) (IV.7.3)

Die Summe der Eigenwerte von 6j ist demnach ebenfalls gleich Null. Darstellung des
Dichteoperators:

3

1 .

p=>5 ]ZO 0; 0 (IV.7.4)
Bloch-Vektor:

0; = Spur{pd;} (IV.7.5)
Fir N=2 n=2:
Der Dichteoperator lasst sich somit darstellen als:

13
1,j=0
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1V. Zustandsmodelle

mit
Qij = Spur{p6; ® 6;} (IV.7.8)
Qio = Blochvektor System 1: o(1)
Qo; = Blochvektor System 2: o(2)
Qoo =1
Qi (i,j=1,2,3): Spin-Spin-Korrelationsmatrix X

Fir N=3, n=2:
Qijx = 61(1) ® 65(2) ® 6%(3)
3
Z QijkQijx (IV.7.9)
1,j,k=0

Fiir beliebiges, endliches N und n = 2 ist folgender Ausdruck eine Invariante unter
unitérer Transformation (vgl. (IV.1.8)):

C2) =Spur{p?} = 55 Y Qe <1 (1V.7.10)

ik,...

Reiner Zustand (,Summenregel®):

Z Qij.. = 2N (IV.7.11)

1,3,K,...

IV.7.2. Bell-Zustinde (N=2)2

|$12) = 1 [111) £ 22) ]
\? (IV.7.12)
|$sa) = — [[112) £[21) ]

V2

Eigenschaften:
a. vollstdndige orthonormale Basis: (di|dy) = dix
b. Bloch-Vektoren (vgl. (IV.7.5)): o(1) = (2) =0, Unschérfe: (A6i)* =1-67 =1
Die lokalen Eigenschaften sind maximal unscharf!
c. Eigenwerte (Zwei-Teilchen-Operatoren): Q?, = Q3, = Q3, =1
Quadrate: }_; ; Q% = Qfp + QF, + Q3, + Q33 = 4 (vgl. (IV.7.11))
d. |bi) — |¢;) durch lokale unitére Transformationen!

e. Transformationen zwischen Produktbasis und Bell-Basis sind dagegen nichtlokal.

2X-states: cf. arXiv 0803.0406
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IV.7. Bell-Zustédnde und ,,Quanten-Mirakel”

Optische Bell-Messung

Vgl. Zwei-Photon-Interferometrie aus Kapitel I11.9: Ersetze die zwei Subsysteme, klassi-
fiziert nach kq, ko durch die Polarisationen j =1, 2.

Es sei a; = 0, und die lineare Transformation B = % ( . 11>
1 —_

[win(12)) = % [11(1),2(2)) +12(1),1(2)) ] = |bs)
G =1 =0
1
I ~ B
1
Iy ~ B
, 1
win(12)) = % [11(1),1(2)) +12(1),2(2)) ] = |1)
3~
1
I3 ~ B
12— 18" —o

Die Zusténde |¢;) und |d3) sind unterscheidbar.
Vergleiche S. Braunstein et al, PRA 51, R1727, dort mit der linearen Transformation

Beweis:
™) = [61) = = [al(al(1) + ] 21a](1] 0
X0 U el
0.0} ~
/2 b1(j) } D, (j)

Abbildung IV.7.: Optische Bell-Messung (j = 1,2)
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1V. Zustandsmodelle

Entsprechend (I11.9.8):

B (2)bn (1) [W") = i2 Bra(2)Bua(1) + Bt (2)Bua (1)] 10)
in _L _L —B/2 L —ix/2 L 1[5/2 _L ioc/2
Ba(21B1(1) ) = 5 [(= e P (o ) 4 (/2 o] o)
1 1 —i(o+ 2 i i+ 2
:_2[_56 (B2 giloctP)/2] g
= —% oS (%ﬁ) 10) = —% |0)

und analog fiir den komplex konjugierten Ausdruck.

IV.7.3. GHZ-Zustdnde (N =3)
In Verallgemeinerung zu den Bell-Zustanden (vgl. (IV.7.12)):

1
W10) = 7 [1111) + [222) |
1
[Ws4) = —= [1112) £ [221) ]
\? (IV.7.13)
Ws6) = 7 [1121) + [212) |
1
Wos) = 7 [1211) + [122) |
Eigenschaften:
a. vollstandige orthogonale Basis:
<(b1’d)]> - (Sij

b. Lokale Eigenschaften maximal unscharf: Blochvektor

c. Eigenwerte (Zwei-Teilchen-Operatoren):
Q§30 = Q§03 = Qg33 =1
d. sowie Eigenwerte (Drei-Teilchen-Operatoren):
Q%m = Q%m = Q%m = Q%n =1

(d.h. entspr. Summenregel (IV.7.11), 3”5, Q%;, = 8). Die Operatoren zu den Eigenwer-
ten gemaf ¢ und d kommutieren alle untereinander.
Experiment: Bouwmeester, PRL 82, 1345 (1999)
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IV.7. Bell-Zustédnde und ,,Quanten-Mirakel”

A Quelle B

| | | > 7
t e [y)
to . °
t3 . °

f
t4 - U; —o
tyv D

Abbildung IV.8.: Protokoll 1

IV.7.4. Anwendungen
,Dense Coding" (N = 2)
Theorie: Bennett, PRL 69, 2881 (1992), Experiment: Mattle, PRL 76, 4656 (1996)

Der Polarisationsraum eines Photons kann héchstens ein Bit an Information tibertragen.
Man wéhlt die Codierung [1) =0 und [|) = 1.

These: Diese Informationsiibertragung lasst sich iiber Verschrinkung (entanglement)
verdoppeln.

Protokoll 1: vgl. (IV.7.13) sowie Abb. IV.8. Quelle:
1
=—12) — |21
[04) = == [12) 120

Der Sender A (,Alice*) wéhlt eine von vier moglichen lokalen unitéren Transformationen

~

U; (1) beziiglich Spin 1 aus.

Unitéare Pauli-Operatoren:

. 01 . 0 —i ) 1 0 1 0
R R I
10 i 0 0 —1 0 1
Moglichkeiten:
0 0 —i\ (0} .[—-1
1 i o)\1) "o

(e}

a [dy) —ifd) s UL =

(90

2
1
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1V. Zustandsmodelle

b. [ds) —i|da) : (1) = 6,

A~

C. ’d)4>—>1’d)3> : U(l)zé'g
Der Empfianger B (,Bob“) macht eine Bell-Messung, nachdem er Photon von A erhalten

hat.
Quantenteleportation (N = 3)

Ziel: Teleportierung eines unbekannten Zustands von Ort A zu Ort B. Notwendig hierzu
ist die Ubertragung von zwei Bit klassischer Information. Als Ressource dient ein Bell-
Zustand (Verschrankung).

Protokoll 2: Sei (vgl. Abb. IV.9)

Ix(1)) =bI1(1)) + al2(1)) (IV.7.14)
x(123)) = [x(1)) ® [$a(23))  +(IV.7.12)
=9 19y — % ooy + 2119y — 2 1) (IV.7.15)
V2 V2 V2 V2 -

Partitionswechsel (analog Darstellungswechsel)

(1)(23) W(123)) = Y djli(1)) ® [x(2,3)) (IV.7.16)
j,k

diy = Cl/\/§ day Zb/\/§

(12)(3) (W(123)) = > f5 |d;(1,2)) @ [k(3)) (IV.7.17)
ik

—f1=Tfu = f=—TFp=a/2

IV.7.18
fig = foo = —f31 = —f4 =b/2 ( )

In (IV.7.17) ist die Information (a,b) anders verteilt als in (IV.7.16), jedoch nach wie
vor vorhanden! Beweis:

Beachte: [$1(12)) @ |1) = % [1111) +[221) ] (a)
[$2(12)) @ 1) = —5 [1111) +[221) | (b)
[$1(12)) ® [2) = 75 [1112) +[222) | (c)
[$2(12)) ® [2) = 5 [1112) +[222) ] (d)
[3(12)) @ 1) = Z5 [1121) +[211) | (e)
[$4(12)) @ 1) = J5 [1121) +[211) | (f)
3(12)) ® [2) = 75 [1122) +[212) ] (g)
$4(12)) ® [2) = 75 [1122) +1212) | (h)
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IV.7. Bell-Zustande und ,,Quanten-Mirakel*

A Quelle B
| | | > 7
TR , b (123))
to 1. 2 03
ts _ — o 3)
t D 4 3
4 - - u@3) *  [p(123))
t Y

Abbildung IV.9.: Protokoll 2

Durch paarweise Addition bzw. Subtraktion und anschlieffendes Multiplizieren mit den
Faktoren £% bzw. j:g erhalt man wieder den Zustand “l’(123)> aus (IV.7.17), qed.

Eine andere Schreibweise von (IV.7.17) ist:

W1 (123)) = 3 |1(12)) [ — all) + b[2) ]
+ 1 $2(12)) [+ all) +b[2) ]
+1 |$s(12)) [—b1) + al2) ]
+3 [$a(12)) [—b1) —al2) ]
Strategie:
A — lokale Trafo
0 -1 —a b
Messe ’d)1(12)>—> (_1 O><b>:<a>
0 i a (Db
= (1) (5)=()
—1 0\ (-b b
= (L))
1 0\ [a b
= (1) ()=

(IV.7.19)
B
= [x(3))
=1i[x(3))
= [x(3))
= [x(3)) (IV.7.20)

Das Messergebnis von A ist notwendig, um B die ,richtige” lokale Transformation mit-

zuteilen.
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1V. Zustandsmodelle

,,No-Cloning*: Der urspriingliche Zustand von Teilchen 1 ist nach der Ubertragung auf
Teilchen 3 zerstort (rein gemischt), also ohne Information iiber die Amplituden a und b!

Literatur:

Bennett et al, PRL 70, 1895 (1993)
A. Zeilinger, Sci. Am. April 2000, S. 32

»Entanglement Swapping” (N = 4)

Verschrankung ist typischerweise das Ergebnis von Wechselwirkung, vgl. die Zwei-Photon
Quellen!

These: Durch Mess-Projektion ldasst sich Verschrinkung nicht-lokal ,yverschieben®. Es
werden Subsysteme verschrénkt, die nie direkt miteinander in Wechselwirkung standen.

Protokoll 3: (vgl. Abb. IV.10)

W(t1)) = [$4(12)) ® |da(34))  vel. (IV.7.12)

Der Partitionswechsel ist ein Darstellungswechsel, die Bell-Zustédnde bilden vollstandige
orthogonale Basissysteme in ihrem jeweiligen Zeit-Teilchen-Unterraum.

"1’(1234» = Z di; }¢i(12)> ® }¢j(34)>

i (IV.7.21)
=3 fir|ox(14)) © [p1(23))
kl

Zur Zeit tq:

dy =1 di; =0 sonst

IV.7.22
= fi=fu=-1/2 fop = 33 =1/2 ( )

Beweis: Es ist einerseits

[04(12)) @ [pa(34)) = L [112..) —[21..) | ® [[..12) —]..21) ]
= 1 [[1212) —[1221) — [2112) +[2121) | (IV.7.23)

—2

Andererseits:

|p1(14)) @ [$1(23)) ; d2(14)) @ [$1(23)) :
1) +12.2) ] @ [1.11) +1.22.) | = 3 [[1111) + [1221) — [2112) + [2222) ]
(IV.7.24a)

LI1.1) —12.2) | @ [.11.) +].22.) | = L [11111) +[1221) — [2112) + [2222) | (IV.7.24b)
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IV.7. Bell-Zustédnde und ,,Quanten-Mirakel”

A E B
| | | > 7
1 2 3 4

t —o —o )
1 2 3

ty - ° ° ° °

ty - ° ° ° °

D Bell-Messung

1 2 3 4

ts T ° *—o [ N)/)
-_ V0

¢ v

Abbildung 1V.10.: Protokoll 3

b3(14)) ® [3(23)) ; Iba(14)) @ [ (23)) :
[

1.2) £12.1) | ® [1.12.) £].21.) | =

N | — ~

[11122) + [1212) + [2121) + [2211) ]
(IV.7.24c)

DO | =

und

—|$1(14)) @ [$1(23)) + [d2(14)) @ [d2(23))
+1d3(14)) @ [p3(23)) — [d4(14)) @ [D4(23)) =2 - (IV.7.23) /

Wenn zur Zeit t3 eine Bell-Messung an den Punkten 2 und 3 durchgefiihrt wird, befinden
sich 1 und 4 im gleichen Bell-Zustand!  (,action at a distance")

Experiment nach Jennewein, PRL 88 071903 (1992): Bell-Messungen sind mittels li-
nearer Optik nur begrenzt moglich. Siehe auch:

Pan, PRL 80, 3851 (1998); Kritik P. Kok, quant-ph/9907016

»Delayed Choice” for Entanglement Swapping

Literatur: A. Peres, J.mod.Optics 47, 139 (2000)

Erginze Schema 3: Zur Zeit t3 werden lokale Messungen von A an Teilchen 1 bzw. von B
an Teilchen 4 durchgefithrt. Die Daten sind in Ubereinstimmung mit dem Bell-Zustand,
welcher durch die Bell-Messung durch E eingestellt wurde.

Behauptung: Die Reihenfolge der lokalen und der Bell-Messung ist vertauschbar.
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1V. Zustandsmodelle

A E B
| | | > 7
1 2 3 4
t, *—o *—o
1 2 3 4
to ® ® ® ®
1 2 3 4
t3 ° ° ° °
Ox(y) Ot
2 3
ty ° ° ° °
ey ——

Bell-Messung = selektiert j fiir Photon (1)(4)

Abbildung IV.11.: Protokoll 4

Protokoll 4: (vgl. Abb. IV.11) Nun gilt (Korrelation lokaler Messungen):

R Lo
04 = 7 (6x £ 6y)
7. =13
(b5(14)] 6 (1) ® 6 (4) [d;(14)) = {tf ; Yy (IV.7.25)
\/ia !
+7=, j=1,3
(b5(14)] 6 (1) ® 64(4) 5 (14)) = {;f j o (IV.7.26)
\/57 !

Peres behauptet: Diese lokalen Messungen sind in Ubereinstimmung mit der ,zukiinfti-
gen“ Bell-Messung j an (2,3). Ist dies paradox? Die Bell-Messung (2,3) und die lokalen
Messungen (1) und (4) sind konsistent. Was man zuerst misst, schrénkt die Messergeb-
nisse der spateren Messung ein. Die Reihenfolge ist beliebig.

Vergleiche auch das Experiment in PRL 88, 017903 (2002)
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IV.8. Bell-Ungleichung und Quantenkryptographie
IVV.8. Bell-Ungleichung und Quantenkryptographie

IV.8.1. Paradoxon von Einstein-Podolski-Rosen (EPR)

Literatur:

J. Audretsch, K. Mainzer: Wie viele Leben hat Schrodingers Katze?
BI, Mannheim, 1990

A.J. Leggett, Physik, Birkh&user 1989

A. Aspect et al, PRL 49, 91 (1982)

A. Einstein, B. Podolski, W. Rosen, PR 47, 777 (1935)

F. Selleri, Die Debatte um die Quantentheorie, Vieweg 1983

Formulierung des Paradoxons fiir zwei Spins: Betrachte den Singulett-Zustand
(vel. (IV.7.12))

1
ba) = 7 [121) —[21) ]

Lokale Einzelmessungen (Spins 1 und 2 weit voneinander entfernt):

051) =1= 052) =—1

O‘él) =1= O‘éz) =—1

Bei einer Messung von Spin 1 gibt es keinen physikalischen Effekt auf Spin 2, d.h. die
Werte 0‘§2) und 0‘:(32) miissen bereits vor der Messung existiert haben! Dies bedeutet
einen Widerspruch zur Quantenmechanik, welche somit unvollstdndig wére!

These: Lokaler Realismus (objektiv lokale Theorie)

e Mogliche Messwerte sind o‘i”) — mgu)

auch bei beliebigen Messwinkeln.

mit den Eigenwerten mi”) = +1

e Alle lokalen Eigenschaften mgm liegen fest, sind aber unbekannt (versteck-
te Parameter). Fiir diese Werte gibt es eine klassische Statistik f (mi”)).

° f(m&”)) erklart auch alle Mehrpunkt-Korrelationen Ky; = mgl)mj@) Usw.,
diese sind somit reduzibel, da sie dann verallgemeinerten Korrelationen
C(061,0;) entsprechen (in der Quantenmechanik ist Ky = (61(1)65(2))).
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1V. Zustandsmodelle

IV.8.2. Bell-Ungleichung

Realisierung: Spin j = 1,2 = Photon-Polarisation. Tréger durch Photonenpaare (Aus-
breitung langs der z-Achse)

Polarisation (xy-Ebene) — Spin
i=1 lineare Polarisierung (0°/90°) — Observable 6,
1i=2 lineare Polarisierung (45°/135°) — Observable 63
i=3 zirkular (Uhrzeiger/ gegen Uhrzeiger) — Observable 65

Der Beweis folgt durch die Beziehung der Eigenzustédnde untereinander (Nun statt
i=1,2,3 j=1,2,3; 0; =, x3; 02 = g, &4). Betrachte nun:

s=m{/my +mimy + m)m) —m{/m (IV.8.1)
Fiir alle moglichen Messwerte Z; mit j =1,2,..., 24
Z; = {ml), m), m) mP} ={£1,£1,+1,£1} (IV.8.2)

Lokaler Realismus: Es existiert eine Wahrscheinlichkeit f(Z) derart, dass im Mittel

s=) f(Z;)s(z;)

j

51 <2 (IV.8.3)

Nun ist aber in der Quantenmechanik fiir den Singulettzustand |¢,) (vgl. (IV.3.1):
C(61,02) = (A, (1)As,(2)) = —cos(6; — ) (IV.8.4)

wobei
Ag(n) = 61(n)sin® + 63(p) cos 0 (IV.8.5)

Fiir die Summe von Korrelationsfunktionen entsprechend (IV.8.1)
s = Claq, o) + Clag, x2) + Clotg, ) — Cloxy, otg)

gilt mit
X — Ky =0 — X3 = X3 — g = @

s(p) = 3cosp —cos(3p)

o= % — s(p) =22 (IV.8.6)

im Widerspruch zu (IV.8.3).
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A Quelle B
| | | .1
tl — ——o ’(I)4>
ty — ° °
ts — . °
¢ v Mg =1 my) = +1

Abbildung 1V.12.: Protokoll zur Bell-Messung

Die Konsequenzen hieraus sind:
e Die lokale objektive Theorie ist nicht vertraglich mit der Quantenmechanik!
e Das Experiment bestétigt die Quantenmechanik.

e Im verschrinkten Zustand sind Eigenschaften von einzelnen Spins keine Elemente
der Realitét, da inkompatibel mit den Eigenschaften des gesamten Systems!

e Die Nichtlokalitéit ist nach der Messung zerstort, lokale Eigenschaften existieren
wieder! Fiir Produktzustande gilt (IV.8.3).

IV.8.3. Anwendung: Quantenkryptographie

Literatur:

Ekert, PRL 67, 661 (1991)
Tapster, PRL 73, 1923 (1994) Experiment; Sci. Am. Oct 1992, S. 50

Das Ziel sei die Ubermittlung geheimer Botschaften zwischen A und B, die Methode der
Wahl beruht auf Verschliisselung. Das Problem ist jedoch der Schutz des Schliissels. Wie
lasst sich der Schliissel sicher vereinbaren?
Idee: Verschicke Spin-Paare. Jede unerlaubte Messung an einem Einzelspin zerstort eine
vorher vorhandene Verschréankung mit dem zweiten Spin. Die Bell-Ungleichung ist dann
nicht mehr verletzt. Dies ist nachpriifbar.
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A Quelle B

| | | > 7
t, o—eo
to ® ®
tg — [ J o

L L

" >< ’

t4 — 62 el
tyv

Abbildung 1V.13.: Protokoll Quantenkryptographie

»Protokoll: vgl. Abb. IV.13. Zufallig zu wihlen sind die Winkel 61, 65 aus den diskre-

ten Mengen:
T T
1 {06170637065} 1974

T 37T T
0 2{“2,064,0%‘}2 {Z’Z’§}

Zum Zeitpunkt t, findet die gegenseitige Mitteilung der Winkelwahl statt, ohne die
zugehorigen Messergebnisse. Bei t; erfolgt die Gruppierung der Messergebnisse in Ab-
héngigkeit von den gewédhlten Winkeln:

Gruppe 1: (&, x2), (001, &2), (o3, 0t2), (@1, 0¢4):  ,Abstand” 7

Gruppe 2: (&5, %), (3, %) ,Abstand“ 0

Gruppe 3:  Rest (verworfen)

Zu tg schlieklich werden die Messergebnisse zu Gruppe 1 ausgetauscht, d. h. jeder Teilneh-
mer A,B verfiigt {iber alle paarweisen Messdaten. Aus diesen kann jeder |s| ausrechnen,
gemittelt iiber viele Messdaten.

Bell-Test:
Is| = |C(o1, 0t2) + Claxg, ot2) + Cloas, o) — Clog, otg)]

a. |s| ~ 2v/2
b. |s| < 2v2: Abhorversuche wahrscheinlich!
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IV.8. Bell-Ungleichung und Quantenkryptographie
Im ersten Fall, d.h. wenn der Test positiv verlauft, benutzt man zum Zeitpunkt t; die

Sequenz aus Gruppe 2 als Schliissel:

A1 001100101
B o0110©011O01020

Anti-Korrelation!

B erhélt den identischen Schliissel zu A durch ,Flip“: 0 <> 1. Sendung einer geheimen
Botschaft mit einem ,jone-time-pad*

Schlissel von A: 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1
Botschaft von A: 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 Addiere Modulo 2
Sende an B: 01 01 01 0110

Schlissel von B: 1 0 0

Addiere Modulo 2
Botschaft an B: 1 1 0

IV.8.4. GHZ-Zustdnde (N = 3) und lokaler Realismus
Literatur: Mermin, Phys. Today, June 1990, S. 9

Wahle

1
b2) = 7 [1111) — [222) ]

Vgl (IV?B) |(1)2> ISt speziell ein Eigenzustand Ak ngz, Q2127 Q221, Qlll (, Qogg, ngg, ngo)
mit den Eigenwerten

Kigo = Ko = Kooy =1, Kypp =—1 (IV.8.7)

Zur Definition der Qijk vergleiche Kapitel IV.7.1.
Nach der lokalen objektiven Theorie miisste gelten:

1 2 3
K122 = mg )mé )mé )

Kaorp = mél)mf)mé?») (IV.8.8)
1 2 3
K122 = mé )mé )mg )

Diese Kijk sind schwankungsfrei, d. h. keine Mittelung notwendig!

2
Da immer (mé”)> = 1 gilt, muss sein:

1 =Kiz - Kapp - Kooy =mi - mi® - m{¥ =Ky, (IV.8.9)

Da nach (IV.8.7) aber Ky1; = —1 ist, fithren die Annahmen der lokal objektiven Theorie
zum Widerspruch in jeder einzelnen Messung!

111



